Chapitre 1 : Cardinalite

|. Ensembles finis

Généralités
1. Si il existe une surjection de [[1,n]] sur E, alors F est fini de card < n
2. Si il existe une injection de [[1,n| sur F, alors E est de card > n

Si|E| =n,|F|=m:

e |[EXF|=nm
e |[EUF|=|E|+|F|—|ENF|
- [2(E)| =2,

Coefficients binomiaux

Identités :

Idée clé : P(E) = | | {parties de card k}
k=0

Idée clé : passage au complémentaire.
 Le triangle de Pascal : sin ¢ N*:

(") ()= ()

Idée clé: deux types de parties de cardinal k : celles qui contiennent n et celles qui ne le contiennent pas.

- (1) =% ()

Idée clé : parties de card k selon leur plus grand élément € [k, n]]

SR SN )[4
( k 0<i<m k—n<i<k 1) \k—1

¢ |dentité de Vandermonde :

Idée clé : parties de card k de U F' = [[1, m + n]| selon les cardinaux des traces sur F / sur F'.

n n—1
. k _
()=o)
Idée clé: double comptage de {(i, &) | & C F, |G| =k,1 <1i <k}
Corollaire :

Principe des tiroirs

Principe des tiroirs : Si f : £ — Fet |E| > |F

Applications :

Pumping Lemma :

, au moins deux éléments ont la méme image.



Soit L un langage rationnel :
AN € N;Vw € L,

oL zryzc L

Yl < N AVn € Nyzy"z € L
Yl =

lw| ZN:>3w,y,z;{

Lemme d’ErdGs
Lemme d’Erdos :
Soit (Z;)c 1,n2+1) une famille d’entiers naturels.
Alors il y a au moins une sous-famille croissante de card n + 1 ou un sous-famille décroissante de card n + 1.

Idée clé : card d’une plus grande sous-famille croissante/décroissante qui débute/termine en x;, puis contradiction avec le
principe des tiroirs.

Formule du crible / de Poincaré / Principe d’inclusion-exclusion

E,....E, CX

| = Z (_1)k—1 ﬂEz]

ke(1,n]
1<y <+ -<<n

Idée clé : calcul de

n

Ix —1yg = H(lX —1g,)
1

Il. Ensembles Dénombrables

Ensemble dénombrable :
* au sens strict : en bijection avec N
* au sens large : en bijection avec N OU fini

Proposition : Tout ss-ensemble infini de N est dénombrable.
Idée clé :

N— F
fE < 0+ min(E)
n > 0 — min(E\{f(0),---, f(n —1)})

Corollaire : Tout ensemble E tel qu’3 une injection de E dans N est dénombrable au sens large.

Bijections classiques :

Z — N
2nsin >0

n — .
—2n — 1 sinon.

N* — N
(a[l’...,a/n) |_>2a13a2... ng"
~~
Pn:N-itme nombre premier
Q —N
- g£ N 2P3%sie =1
N q 2P59sie = —letp#0
~~
e==%1, pAg=1

Proposition: Une réunion d’ensembles dénombrables est dénombrable.
Idée clé :

{UEZ- — NxN
z — (3, fi(z))



ou i = min{jlz € E,}
Ensembles non dénombrables :

* R :/dée clé : argument diagonal de Cantor.

lll. Equipotence

Ensembles équipotents :
ensembles en bijection.

Théoréme de Cantor : ' et °( E) ne sont pas équipotents.

Idée clé : par I'absurde, avec X £ {z € E|z ¢ f(z)}

Chapitre 2 : Relations

|. Relations binaires

Relation binaire sur une ensemble FE :
une parte RC E X E

Notation: zRy <— (z,y) € R

Cléture transitive R** de R :
Ve,y € E,zR"y <= dn > 1,21, -,z € E;

(zo = z) A (i Rz Vi € [0,n —1]) A (2, = y)

Relation d’équivalence R :
relation binaire réflexive, symétrique et transitive.

s z € %(x)
e Vz,y € E,zRy <= €(z) = 6(y)
e Vz,y € E,zRy < € () NE(y) # 0

Corollaire :

* ’ensemble des classes d’équivalence de la relation d’éq R sur E définit une partition de E.
» Réciproquement : toute partition de E définit une relation d’éq dont les classes d’éq sont les éléments de la partition.

Ensemble quotient E /R :
ensemble des classes d’éq de R sur E.

Surjection canonique :
L’application

JE— E/R
"z €(z) £ {y € E;zRy}

Proposition : Soit f : £ — F compatible avec R, i.e
Vz,y € E, xRy = f(z) = f(y)

Alors il existe f : E/R — F tq le diagramme suivant est commutatif :

E ., F
T, S Ff
E/R

Relation d’ordre < :
Relation binaire réflexive, antisymétrique, transitive.

Exs :

¢ (N, <), (R, <) (ordres totaux)



ordre lexicographique

Dans N : (my,---,myg) < (ng,---,nyg) sic’est le cas pour toutes les composantes (ordre partiel).
Linclusion dans &(E) (ordre partiel).
La divisibilité dans N* (ordre partiel).

Chaine :
Ensemble totalement ordonné.

Antichaine :
Ensemble ou deux éléments distincts ne sont pas comparables.

Successeur :
Soient z,y € E (muni de <). y est le successeur de z ssi :

(y>z)AVzeEBy>z>r=—y=2z2
(y est plus grand que z, et il n’y a rien entre les deux).
Proposition : Si E est fini, < est la cloture transitive de la relation "successeur".
Plus petit élément = minimum 1/ Plus grand élément = maximum T :
VeeE, Ll <z /VeecET>zx
Elément maximal / minimal = dans F :
VyweFy>x—y=z /Vyec Fly<z—y==
e Plus petit/grand élément = Elément minimal/maximal
MAIS
* Unique élément minimal/maximal =# Plus petit/grand élément
A part pour les ensembles finis :
Si F’ fini admet un unique élément maximal, alors ¢’est un maximum.

Majorant / Minorant y ¢ £ O F de F':

Vee Fy>x /Vee Fy<zx

Borne supérieure / inférieure :
Minimum / maximum de I’ensemble des majorants / minorants, s’il existe.

e Plus grand / petit élément = Borne sup / inf
e Borne supérieure appartenant a I'ensemble = maximum

Exs :

1. (N\{0},

les majorants : multiples communs aux a;

), F={ay, --,a,}:

o borne sup : ppem(ay, - - -, a,).

les minorants : diviseurs communs aux a;
o borne inf: pged(ay, -+, ay,).

2. (E7§) - (@(XLQ)’ F = {Y17 T 7Yn} :

Borne sup : |, Y;
Borne inf: [, Y;

Treillis

Treillis :
Ensemble ordonné dans lequel toute paire (d’éléments) admet une borne sup et une borne inf.

Treillis complet :
Si, de plus, pour toute partie F' C FE, F' admet un borne sup et une borne inf.

NB : Un treillis complet a un plus grand / petit élément.



Exs:

1. (N\{0}, |) : treillis non complet
2. (P(X), Q) : treillis complet :

* Bornesupde S C P(X) =y Y
* Borneinfde S C P(X)=(ygY

Th de Knaster-Tarski : Soit (£, <) un treillis complet, f : E — E monotone.
Alors f admet un plus petit / plus grand pt fixe.
Idée clé : c’est laborne inf/sup de {z € E;x > f(z)} /{z € E;z < f(z)}

Théoreme de Cantor-Bernstein : S/ il existe une injection de F dans F' et une injection de F' dans E, alors E et F'
sont équipotents.

Idée clé : Application de Knaster-Tarski

E F
M=G(M) : T fiMy
g(F - f{(M)) F - f(M)

'x\q_ _/ :

Théoréme de Bourbaki-Witt :

Soit (X, <) un ensemble ordonné tel que toute chaine non vide admet une borne supérieure.
Soit f : X — X une application telle que Vz € X,z < f(x).

Alors f admet un point fixe.

Lemme de Zorn : Soit X un ensemble ordonné dans lequel toute chaine admet une borne supérieure. Alors X admet
un élément maximal.

Idée clé : Appliquer Bourbaki-Witt a {chafnes de X} en supposant par 'absurde qu’aucune chaine n’est maximale.

Chapitre 3 : Structures algebrigues

0. Catégories

Catégorie :
Ily ades:

e objets: E, F,G...
e fleches : Hom(E, F') : on y manipule des applications E — F' qui sont compatibles avec la structure.

F : % — € foncteur.
Si E est un objet, F'(E) objet.

Si f € Homy(E,G), F(f) € Homg(F(E), F(G))

Probléme universel : objet libre

L(X) est libre sur X si pour tout E dans &, pour tout f : X — E, il existe un unique f unique dans Hom (L(X), E)
qui prolonge f.

|. Semi-groupes et monoides

Partie génératrice du monoide M :
X C M, telle que (X) = M. (X engendre M)



Congruence :
Une relation d’éq ~ telle que

my ~ my = Yu,v € M,umqv ~ umsv
Prop : Une congruence ~ sur M est compatible avec la loi de monoide, i.e :
mip ~ Mo ANy ~ Ng = MN1 ~ MayNy

Propriété universelle : Soit f : M — N un morphisme de monoides, ~ une congruence sur M compatible avec f,
ietgmq ~ mg —> f(ml) = f(m2)

Alors : il existe un morphisme de monoides f de M/ ~ dans N tq

Cas particulier : si :

f est injectif.

2. Monoides libres

Prop : Pour un monoide M, et une application f : X — M, il existe un unique morphisme de monoides f de >
dans M tq

f=Foi
(i : injection de X dans X")
Application “longueur” :
C’est I'unique prolongement de
2 — N
a—1

en un morphisme de X dans N (on le note | - |).

Base X C M :
tout élément de M se décompose de fagon unigue comme un produit d’éléments de X.

Monoide libre :
Monoide isomorphe a un ss-monoide de > qui admet une base.

Code :
une partie X C M tq

Vu,v; € X,up -+ up =01 -0, = (n=p) A (Vi,u; = v;)
NB : Soit L un ss-monoide de X" :

* sion note X les mots qui se décomposent de fagon non triviale dans L : alors L = (X)
e  Lestlibressi

Vw e X Fu,v € Lyuw € LAwv € L

alorsw € L
Corollaire : Ss-mon. libres de X" : stables par intersection
Corollaire : Si X C Z*, existence d’un plus petit ss-mon. libre contenant X : enveloppe libre de X.
Th de défaut : Si X C 3" et on suppose X fini. Soit L I'enveloppe libre de X, Y le code de L.

Alors si X n’est pas code,

Y| <|X]

3. Monoides finis

Si M = (z), sim + p est le plus petit possible tel que 27 = z™, la structure de M est donnée par :



Groupes

Sous-groupe distingué/normal H C G :
Une des conditions équivalentes suivantes est vraie :

e Vge G,gH = Hg
e VgeG,gHg ' =H
e stable par automorphismes intérieurs

Une relation d’équivalence “compatible” est de la forme : “a H ss-groupe distingué” ssi :
g1~ g2 —= g1 H = goH
Alors H = 1 est un sous-groupe distingué.

Comme G est un groupe, et 7 : G — G/ ~= G/H, g — gH surjective, G/H est un groupe, d’élément neutre
z(1l) = H.

Prop : Soit ¢ : G; — G5 un morphisme de monoides.
Ker(¢) est un ss-groupe distingué.

@ se factorise :

@
Gl — G2
L g

Groupes libres :
» Groupe libre a un générateur ~ 7
e Z/nZ = (z|x" = 1)
* Groupe diédral Dy, ~ (p,o|p" = 1,02 = 1,(;,00_1 = p_1> ;
o rotation d’angle +27/3
o 3 symétries

Groupes abéliens libres de type fini :
Groupes isomorphes a Z"

Groupes finis

Thm de Lagrange : si H estunsg de G, |H|/|G|

3. Groupe opérant sur un ensemble.

Opération de de G sur I'ensemble E :
c’est la donnée d’une application

{GXE—>E

telle que :

e Vx € E,1-x = x (1 opére comme id sur E)
* Vg, €ENz€G,g9-(9'-2) =(99) -z

Alors :

w | G — &(EF)
YT lg—ge

est un morphisme de groupes.
Réciproquement : tout morphisme ¢ de G dans &(E) définit une opération de G sur E.

Orbites :



classes d’équivalence pour la relation
Ve,yc B,x ~y<—=dge Gz =g-y

Stabilisateur de x :
le sous-groupe :

H,2{g€Glg-z=xz}

G — o,
g—g-x

est une application surjective telle que :
Vg, € G,g-z=¢ -z <= 3Ihe H,;9g=4h
d’ou :
G| = |Hz||w,|

Fixateur F'ix(g) de g € G agissant sur E :
ensemble des points fixes de g dans E.

Formule (qui n’est pas) de Burnside : Soit G un groupe fini opérant sur un ensemble fini F.

Soit k = |E//G| le nombre d’orbites de E sous I'opération de G.

1 .
k=I|E/G| = @Z | Fiz(g)|
geG

Idée clé : Double comptage de {(g,z)[ge GAz € ENg-z =z}

Anneaux

Idéal I d’un anneau A :
sous-groupe additif tel que :

Va € A,Vx € I,ax € 1

NB : A/I est muni d’une structure d’anneau.

Séries formelles

KX £ ) a, X", (an) € K}

n>0

e addition usuelle, produit de Cauchy

Valuation v : K[[X]] — N U {f+o0} d’une série formelle :

U(Z a4, X") = {—i—oo siVn,a, # 0

min(i, a; # 0) sinon

d distance ultramétrique :

d(z a, X", Z b, X") = exp(—v(z a, X" — Z b, X"))

n>0 n>0 n>0 n>0



