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|, Ordre bien fondé

Soient F' C F ou E est doté d’un ordre < bien fondé, f € F.
Montrons qu’il existe f* minimal tel que
<7
Par I’'absurde : supposons que pour tout f € F tel que f' < f, il existe f” € F tel que f" < f'.
Comme f < f (par réflexivité), il existe donc fy € F tel que fy < f.
Et de méme, comme f < f, il existe f; € F'tel que f; < fy < f.
Par une récurrence immeédiate, on construit donc une suite (fn)neN e FN telle que : Vn € N,
Jo=faa =< fo < f
En particulier : (f,,)nen est strictement décroissante, ce qui contredit le fait que < soit bien fondé.
On a donc montré que
Si F' C FE ou E est doté d’un ordre < bien fondé, et f € F': il existe f* € F' minimal tel que

fFf

2.

Soit < un ordre monomial sur N", c’est-a-dire que :

1. < est total
2. pour tous a, 3,y € N,

a<fB=a+vy=<B+7y
3. < est bien fondé

Montrons que pour tout & # 0 € N",
0<a
Remarquons que comme < est total, cela revient a montrer que 0 est minimal.
e en effet :

daeN'; a<0<=HaeN"; 04 ( car lordre est total)
—VaeN"' 0<% a
<= Va € N"\{0}, 0 < « ( par réflexivité)

Par I'absurde : supposons que 0 n’est pas minimal.

Alors il existe o € N tel que

noté o,
Par suite, comme < est monomial : Vm € N¥,

(m+1a=a+ma~<0+ma= ma
—— ~~

noté a1 noté a,,

On a donc construit une suite (o, ),en+ Strictement décroissante, ce qui contredit le caractére bien fondé de <.
On a donc montré que :

Si < est un ordre monomial, pour tout 7é 0cN":
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0<a

NB : On supposera qu’on dénote, par convention :

* <jex €t <greq les ordres stricts (Qui ne sont pas des ordres, puisque non réflexifs)
* <lex €t Sgries l€s ordres larges

<lez €St monomial.

1. <jez €st clairement total, puisque < I’est.
2. Soient a, B, € N" tels que a <e,, 8. Montrons que

a+’7<lex ﬁ""'y

Comme & <jez B:
o soit o = f3, auquel cas le résultat est acquis par réflexivité.
o soit il existe 7 tel que
" o < B
= Vj<ia;=p
auquel cas, pour ce méme ¢ :
"o+, </8i+'72'
= Vj<i,aj+7;=8;+7;
ce qui conclut.
3. <X €st bien fondeé :
Par I'absurde, supposons qu’il existe une suite (a(i))ieN strictement décroissante pour <.
Alors pour tout 7 € N, il existe k; € [1,n] tel que

aftD) < o)

c’est-a-dire (comme (a(?));cy est décroissante) :
Vi > i, oz(i") <al¥

Donc comme (k;);cn est & valeurs dans I'ensemble fini [[1, n[], il existe (par le principe des tiroirs) j € [1,n] tel que :
K; 2 {ieN|k; =j}

est infini.
La suite (ay))ie k; est donc strictement décroissante, car :
(4)

+1) (1) _
B % =%

Vi < i € Jiq oz(.i,) < a(.iﬂ) — gl
J J

ce qui est impossible, puisque < est bien fondé.

<grlez €St monomial.
Montrons déja que <{grie, st un ordre :
* laréflexivité de <4.c, est héritée de celles de = et de <y,

* <grlex €St antisymetrique :
si a, B € N" sont tels que & < grieg B €t B Sgries @ :
o alors Y a; < )Y f3; estimpossible

i<n i<n

= carsinon, de B <griex @, Ontire Y a; = ) B,
i<n i<n

d’ou, comme & <griez B

Zai :Zﬂietﬂﬁlema

i<n i<n

o de méme, de 8 <griez v, ON tire :

Zﬂizzaieta<lemﬂ

i<n i<n
donc a = 3, par antisymétrie de <.

* < griex €St transitive :
si a, 8,7 € N" sont tels que & <griez B et B <griex 7



o alorssi ), a; < Y, f3;, dans tous les cas :
i<n i<n

Z a; < Z’Yza d’ou a %grlem Y

i<n 1<n
o sinonsi Y, o; =Y, B eta < B
i<n i<n
= etsi ), B, < >y, :alors Y oy < Yy, Aol Sgrieg Y
1<n i<n i<n i<n
= etsi) B, =D et B <iex yialors Y, a; = > ; et a ey 7 (Par transitivité de <e,), d’0U & < grieq Y
i<n i<n i<n i<n
il vient que & < griez -
Montrons que <yje; €St monomial :
1. <X griex €St total :
Pour tous a, B € N" :
o CasT1:>, a; < Y. B;
i<n i<n
alors
a Xgrlex B
°© Cas2:), 6, <> oy
i<n i<n
alors
/B <grlem «@

o Cas3: ) a; =, B,

i<n i<n

alors comme <., est total :
a ez B, d’0ll @ Kgrier B ou BsiEEN e dtouN G e ey
2. Soient a, 3,7 € N" tels que a S griex B. Montrons que
a+ Y Sgriex B+

°©SiY ;<Y B

i<n 1<n

alors Y a; +v;, < Y. B; +;, et

i<n i<n
o+ Sgrlex ﬂ""’y
o SiZai:Zﬂieta—ﬁlew,@:

i<n i<n

alors Y a; +v;, = Y. B; +7; et &+ ¥ <iex B+ v (Par monomialité de <), d’ou

i<n i<n
a+'7%grleac /8+7

3. X griex €St bien fonde :
Par I'absurde, supposons qu’il existe une suite (a(i))ieN strictement décroissante pour < grie;-
Alors pour tout 7 € N :

° Lo < Taf

i<n i<n
ou
z+1 3
o o™ =% ol etal 5, ald
i<n i<n

Donc par le principe des tiroirs :

- E < {@ N Z ag.iﬂ) < Z agi)} est infini

i<n i<n

ou

o F¥!ieN Z oY — Z o'V et a1 <, @b est infini

i<n i<n

i<n

— Si FE (resp. F)) est infini, alors la stricte décroissance pour < (resp. <., de la suite (Z o ) e N (resp. (Oé(i))iep € (N")F)
i€E

contredit le caractére bien fondé de < (resp. <jez)-
Dans tous les cas, on obtient une contradiction.

4.

Soit (a®) ey € (N™)N une suite infinie.

Montrons par récurrence sur n € N gu’on peut extraire une sous-suite infinie (a(mk))keN € (N")N telle que pour tout k € N,



o™ < o(™+1)

e [nitialisation : Pourn = 1:
Par I'absurde : supposons que ce ne soit pas le cas : aucune sous-suite de (a(k)) keN h’est croissante.
On pose alors :
o My = 0
o pourtout? € N, 'ensemble

B L {k>m; | o < o™}

est non vide, car sinon la sous-suite (a(k))k>mi est croissante.
On note alors m; 1 I'un de ses éléments (on utilise ici I’axiome du choix).
Il vient que a™i11) < (7).
On a construit une suite infinie strictement décroissante, ce qui contredit le caractére bien fondé de < sur N.

o Hérédité : Pourn > 1:

De la méme maniere que dans l'initialisation, on montre qu’on peut extraire une suite croissante infinie (ai{p( )

De plus, ’hypothése de récurrence fournit une sous-suite infinie

(¥(k)) (k)
((al yeeey O )>keN

) o n—1

k k i
de <(ag ). .,a® ))keN e (NN,

On vérifie alors aisément que la sous-suite infinie
((po) (k) ((poy) (k) n\N
AR n E N
(@ ™)) e@m)

de (a(k)) ke €est croissante (par stricte croissance des extractrices ¢ et 1)), ce qui conclut.
On a montré que :

Si (a®™)pen € (N™)N est une suite infinie, on peut en extraire une sous-suite infinie croissante.

5.

a). < est bien fondé sur N"

Montrons que < est bien fondé sur N".

Par I'absurde : supposons qu’il existe une suite (a(i))ieN € (N”)N strictement décroissante.
Alors comme pour tout 7 € N,

Vk € [1,n], ol < o
dk € [[1,n]; a,(jﬂ) +* ag)

il existe k; € [[1,n] tel que

c’est-a-dire (comme (a(?);cy est décroissante) :

Vi > i, a(i_l) <al

)ken de (af(zk))keN e NV,

Donc comme (k;);en est a valeurs dans I'ensemble fini [[1, n[], il existe (par le principe des tiroirs) j € [1,n] tel que :

K; 2 {i e N|k; = j}
est infini.
La suite infinie (aﬁi))ieKj a valeurs dans N est alors strictement décroissante, puisque :

Vi <i € Kj, o) <o = o) < o) — o)
J J i i J

ce qui contredit le caractere bien fondé de < dans N.
. n 202 . . . .
b). Si F' C N", I'ensemble des éléments minimaux de F' est fini
Par I'absurde : supposons qu'il existe une suite infinie (f());cy € FN d’éléments minimaux distincts de F' C N”.
On va construire une suite (g());cn+ € (N™)N strictement décroissante.

On pose

- g0 & £0)



e pourtouti € N,

3k € [1,n], g > fi*Y
£V est minimal = ¢ ¢ f0+) — ] ou
vk € [1,n]; ¢P = Y (leg® = fEt1))

d’ou:
o Si g(’L) # f(i+l) .
alors

Fe [1,n], £ < gy

et en posant :
n A e i+1 i+1
N® 5 gl & (plF0 i)y
il vient, siz > 1, que:

o Sinon si g = F+1) .
alors comme f(+2) £ £t — g0 gt £+2) est minimal :

g(i) £ f(i+2) — Jk € [1,n], f,in) < 91?)

et en posant :
N 5 g+ & (flii+2)""7fl<€i+2))
il vient, siz > 1, que:
g(i+1) < g(i)
Donc on construit une suite
(9)ien € )N

strictement décroissante, ce qui contredit le caractére bien fondé de N".

c). Tout suite (Fk) rcN croissante d’ensembles clos supérieurement stationne.

Soit (Fk)keN une suite croissante d’ensembles clos supérieurement.
Si tous les F}, sont vides, le résultat est immédiat.

Sinon : on supposera dans la suite que les F}, sont non vides, sans perte de généralité (quitte a considérer (Fk)k>k0 pour le plus petit indice k
tel que Fy, # 0).

Pour tout k € N : 'ensemble des éléments minimaux de Fj, est fini (d’apres le point b)) et non vide (d’aprés la question 1, puisque les F}, sont
non vides) : on le note : min F.

D’apres la question 1 :

U {flfzf}=FR @

f*Emin Fy,

e en effet:

o U {f | f> f*} C F}, car Fj, est clos supérieurement
f*Emin Fy,

o pourtout f € Fy, il existe, d’aprés la question 1, un f} € min F}, tel que

fe{fif=5re U {flrzf)

f*Emin Fy,

Par I'absurde : supposons que la suite croissante (Fk)keN ne soit pas stationnaire, c’est-a-dire qu’il existe une sous-suite infinie (Fki)ieN
strictement croissante.

On va construire une suite (fi*)ieN € (N")N dont on ne peut pas extraire de sous-suite infinie croissante (ce qui contredira la question 4).

e Onnote fF un élément de min Fy, # (.
* Soit¢ € N, et supposons qu’on ait défini f, ..., f7.
Comme Fy, C Fy,
o en effet : d’aprés ®, si min Fj,,, C min Fy,, alors on aurait Fj, ., C Fy,

..., min Fj.  \ min F}, est non vide

:on note f;*,; un de ses éléments.
On vérifie ainsi que pour tout 7 € N,
Vi> i fr L

* en effet : s’il existait j > i tel que f < f;‘ alors on aurait



fre{fifzfyec U {flfr=f}="h,

f*€min F,

ce qui est impossible puisque f; € Fy,\ Fy,, C Fy\Fy,

——
QFki car j—1>4

On ne peut donc extraire de sous-suite croissante infinie de (fi*)ieNa ce qui contredit la question 4.

On a donc montré que la suite croissante (Fk)keN stationne, c’est-a-dire qu’il existe ky € N tel que

Fy, = F
keN

. Division de polyndmes multivariables

6.

Ty + 2y = (2122 + 1) —21(22 — 1) € (w922 + 1,22 — 1)

/.

Supposons que :1:"‘|:n5, et montrons que a < S.
Si a = [ : le résultat est immédiat, par réflexivité.
Sinon :

o Vic [1,n],q; < B; (car z® | z)
e etdje [1,n],a; < Bj(cara # P

d’ou le fait qu'il existe ¥ = (8; — i);eq1) € N"\O tel que:
B=a+ny
Or, d’apres la question 2 :
0<7v
et comme I’'ordre est monomial :
a=0+a<y+a=p
ce qui conclut.
On a montré que :

Si 2|z, alors a < B.
8.

Terminaison
Montrons qu’a chaque tour de boucle, mdeg(h) diminue strictement pour I’ordre monomial <.
En effet :

o mdeg(h — lt(h)) < mdeg(h) par définition de lt(h)

* mdeg (h — %fz) < mdeg(h) car la partie entiére de la fraction rationnelle lt(f}_) vaut 1 (par définition de l¢( f;)), d’ou

lt(%fi) = lt(h), et les monémes de h — %fi sont d’exposant strictement inférieur (pour <) a I'exposant de lt(h) (qui vaut
mdeg(h)).

Or, I'ordre < est bien fondé (en tant qu’ordre monomial), donc la boucle ne peut pas étre infinie, et

I’algorithme termine.

Correction

Montrons que

1. le résultat de I'algorithme vérifie g = Y ¢; f; + 7 et pour tout ¢ < k et tout monéme z* de r, mdeg(f;) % o
i<k

2. max;<(mdeg(f;q;)) = mdeg(g — r) pour I'ordre <



Montrons I'invariant :
I; : aprés la j-éme itération de la boucle principale ( while h=@ do - end):
. g-h=) afitr @
i<k
e pourtout ¢ < k et tout monéme z* de r, mdeg(f;) £ & @ ®

Par récurrence sur j € N :

e Pour j = 0 : au début de 'algorithme, h = g, r = 0, et tous les ¢; sont égaux a 0, donc I,® est bien vérifié, et Iy ® ® aussi (puisque 7 ne
contient pas de monome).

e Pour 7 > 0 : supposons que I'invariant est vérifié au début du j-iéme tour de boucle, et montrons gu’il le reste a la sortie.
o Cas1:Yie€ [1,n], Im(f;)1 Im(h):
donc encore vaut encore true a l'issue de la boucle interne while i < n and encore do - end et ala fin de la j-iéme boucle, on a
effectué :

r<r+1t(h); h < h—1t(h)

les autres polyndmes étant restés inchangeés.
Alors en posant b’ £ h — It(h) et £ r + It(h) :

g—h' =g—h+1t(h)
= Z%fz’ +r+1t(h) (par I;)

i<k

=> afi+r

i<k

et I, ® reste vérifié.
Par ailleurs, comme Ij ® ® est vrai, il suffit de montrer que :

Vi < k,mdeg(f;) £ mdeg(h)

pour vérifier I;,, ® ®, puisque z™%9(")

Or:

est le seul nouveau monéme ajouté a r.

wa|w’3<:>a§ﬁ

(les deux implications sont immédiates)
Pour vérifier IjH ® ®, il suffit donc montrer que :

Vi < k,Im(f;) = ™95 t gmdesh) — ppy(p)

ce qui est exactement I’hypothése faite : le résultat est donc acquis.

o Cas2:3i€ [1,n], Im(f;) | Im(h):
donc encore se voit attribuer la valeur false aprés la boucle interne while i <= n and encore do ~ end et a lafin de la j-iéme
boucle, on a effectué :

it(h) it(h) ,
QZ<_QI+Ma h’%h_lt(—fz).fz

les autres polyndmes étant restés inchangeés.

Alors en posant b’ & h — %fi etq = ¢ +

O
u(f;) -

1t(h)

)
it (h
zgqlfl-i-r-i-%fi (par I;)
_ (k)

= afitr+afit— <7
; i(f;)
I#i

= Zquz+r+q{fi

1<k
I#i

g—h=g—h+

Donc I;1® est vrai.
Par ailleurs, comme aucun mondéme n’est ajouté a r, I, ® ® reste vérfié.
Dans tous les cas, le résultat est acquis.

A la sortie de la derniére boucle, h = 0, donc I'invariant fournit le résultat escompté.

2.
(4)

i

(0)

(pour i € [[1, k[]) la valeur des variables correspondantes a la fin de la j-éme itération (r(o), h(O), q; = etant

Pour tout 7, on notera r(j), h(j), q
leur valeur initiale).



Comme I'algorithme termine, les suites (719));, (A1), (qi(j))j (pour i € |1, k]]) sont de méme cardinal fini : en notant N le numéro de la
derniére itération (N = 0 si on n’entre pas la boucle principale), elles sont de cardinal IV + 1.

Dans la preuve de terminaison, on a montré que
(mdeg(h\))<j<n est strictement décroissante pour I'ordre bien fondé <.

On note j, le nombre d’itérations de la boucle principale while h#0 do - end avant que encore se voie attribuer la valeur false pour la
premiére fois (jo = 0 si encore est mis a false dés la premiére itération).

Alors :
e au début de la (jo + 1)-éme itération,
R0 = g — pU0) et V4 € ﬂl,k]],ql.(j[]) =0
o en effet : au cours des jj premiéeres itérations, comme encore vaut true, on n’effectue que :
r < r+1t(h); h < h—1t(h)

a chaque tour de boucle (les autres polynémes, donc en particulier les g;, restant inchangés).
Par conséquent, les invariants g = h + r et Vi, g; = 0 sont Vvérifiés (les g; sont initialisés a 0) au cours des j, premiéres itérations
(méme si jo = 0, puisqu’alors h = g, = 0 et Vi, q; = 0).

 alafin dela (jo + 1)-éme itération : comme encore s’est vu attribuer la valeur false, on a effectué :

lt(h lt(h
iy %%Jrﬁ; hFh—ﬁfm
les autres polyndmes étant restés inchangés.
Il vient, d’aprés le point précédent, que :
RGio)
i) =g - 20 g,

(Jo+1) _(jo) | W(rY0)
10 - ) lt(fzo)
lt(hUU))

W(fiy)

vi € [1,k]\{io}, ¢ = g™
\ =0

De plus :

o lt(h(jo)) _ .
@ 1) =t Gryfu ) 2 HAP) = 1t(g— ) @@

(on a montré I’égalité ® dans la preuve de terminaison)
Montrons que
Lemme : Yj > jo,

max; ;< mdeg <qi(j)fi) = mdeg(lt (qi(joJrl)fio))
it(g — r9) = it(g — r@)

I suffit de montrer que les seuls termes que I'on peut ajouter (ou soustraire : au sens algébrique), a chaque itération, aux qi(j) fi (resp. g — r(j))

sont d’exposants strictement inférieurs (pour <) a celui de It (qi(jOH)in) (resp. It (g — 'r(j"))).

Or, 'exposant de It (ql.(ojﬁl)fio) =1t (g — r(j")) = lt(h(j")) vaut mdeg(h(jO)), et pour 7 > jo, le seul terme possiblement ajouté (ou soustrait)

aux polynémes précédents au cours de la j-ieme itération est

t(h0) — lt(lt(h(j)) f])
1t(f5)
(on a montré cette égalité dans la preuve de terminaison)
dont I'exposant est
mdeg(hY) < mdeg(hV))

par stricte décroissance de (mdeg(h\)));.

Le résultat est donc acquis.

Par conséquent, a la fin de I'algorithme :



O SiN:jOZ

Le résultat s’ensuit immédiatement puisqu’on a montré dans le premier point que :

puisque g = > q;f; + 1 =, et

i<k

e SIN > j:

ce qui conclut.

9.

On pose

o ¥ z175 + To73
def
s iz +x3

« ¥

Division de g par (f1, f2) :

Initialisation

Fin de la
1ere
itération

Division de g par (f2, f1) :

Initialisation

Fin de la
1ére
itération

Fin de la
2éeme
itération

Donc

Vi e [1,kl, ¢ =q

)

(3

h:h(N):g—r(N):g—'r:0

=0

N) (N
max(mdeg(fig;)) = max(mdeg(f"q"))

encore

Im(f1) | tm(h)

=T =12

— false

encore

Im(f2) | im(h)

N N~
=T —=T1TL2
— false

Im(f2) = Im(f1) { Im (1)

v SR S—
=1 =T2X3
— true

= mdeg (lt (qi(jﬁl)fio)) (lemme)
= mdeg(lt (9— r(jO))) (par ® ®)
= mdeg <lt (9-— T(N))) (lemme)
= mdeg(lt (g — r))
= mdeg(g — )
h
1Ty + ToT3
x
2123 + Tam3 — Traa(l + —)
I
=0
h
1T + T2T3 0
T1x2 + T2X3 — T1T2 0+
— T3
Loy — Loy — 0 )

q1

T1L2

T

0+

q1

L1T2

T

le reste de la division de g par (f1, f2) (qui vaut 0) est différent du reste de la division de g par (f2, f1) (Qui vaut zox3).

10.

Si le reste de la division de g par (f1, - .

. fk) est nul, alors d’aprés la question 8 :

gzzﬁhfri-v

i<k —0

Mais la réciproque n’est pas vraie : en reprenant I’exemple de la question 9 :

mais le reste de la division de g par (fs, f1) n’est pas nul (il vaut zox3).

1<k

g = x2(x1 + x3) € (fo, fo)

q2

q2

0+ ToT3

= | T2Z3




On a donc montré que :

Si le reste de la division de g par (f1, ..., fx) estnul, alors g € (f1,..., fr) mais que I'inverse n’est pas nécessairement vrai.

11.

On suppose que fi, - . ., fx sont des monémes, et que g < > qufi € (fiy--y fr)-
i<k

Par I'absurde : supposons que le reste 7 de la division de g par (fl, ey fk) n’est pas nul.

Avec les notations de la question 8 :

9= afi+r

i<k

—r=> (¢ —a)f

i<k
Soit ¢ £%* un terme non nul (¢ # 0) de 7 (il en existe un puisque 7 # 0).
Comme c z* apparait dans la some de droite, il existe 7 < k tel que I'un des termes ¢’ xﬂfi de (ql’ — q;) fi vaut cz®.

Donc comme ¢ # 0 et QQ est un corps (donc cy est inversible):

fi| a5

~~
!
:%wﬂfi

donc I'exposant de f; est inférieur (dans N", pour <) a «, ce qui contredit le fait que :
pour tout j < k et tout mondéme z¢ de r, mdeg(f;) £ o (démontré a la question 8).
On a donc montré que

Si f1,. .., fr sont des monémes, et g € (f1, ..., fx), le reste de la division de g par (f1, ..., fx) est nul.

Il. Une premiere caracterisation d'une base

12.

Supposons que JF est une base.
Montrons que (Im(F)) = (Im((F))).

Linclusion (Im(F)) C (Im({F))) est toujours vraie, puisque

la derniére implication venant du fait que (Im(F)) est le plus petit idéal contenant Im(F) et (Im((F))) est un idéal.
Montrons que (Im((F))) C (Im(F)).

Il suffira de montrer que Im((F)) C (Im(F)), par minimalité de (Im((F))).

Soit z* € Im(g) € Im((F)), ou g € (F). Montrons que z* € (Im(F)).

Comme g € (F), en divisant g par la base F, g s’écrit, d’aprés la question 8 :

9=> afi+ D

i<k F est une base

et

o = mdeg(g) = max(mdeg(fiq:))

Donc il existe ig € [[1, k]| tel que
a = mdeg(fi i)
Or, par monomialité de <, Im( fi,qi,) = Im(fi,)lm(gi,), ol =" est un mondme de g, .

* en effet : en posant ap £ mdeg(f;,) : pour tout monéme

mondme de %,

N

zP !

~~

mondme de f;,



de f;,qi,, 'exposant de 2Pz est inférieur a celui de Im(fi,)z”, puisque :

exposant de Im(f;;)z”

=
B<ay=—= B+v < o+
——

exposant de 2727

Donc le mondéme de téte de f;,g;, est nécessairement de la forme Im( f;,)z”, ou 7 est un monéme de g;, .
Puis, par symétrie, on montre que y = mdeg(g;, )-

Par suite, en posant ~y = mdeg(g;, :

a = mdeg(Im(fi,)z”) = mdeg(f;,) + v

et
mdeg(f;,) < a
d’ou
Im(f;,) = gmeFiy) | g
et

z® € (Im(f;,)) € (Im(F))
ce qui conclut.
On a donc montré que

Si F est une base, alors

{Im(F)) = (Im({(F)))

13.

Supposons que (Im(F)) = (Im((F))).

Par I'absurde : Soit g £ 3~ q! f; € (F) tel que r le reste de la division par F soit non nul.
i<k

En divisant g par F, g s’écrit, d’aprés la question 8 :

QZZQifi+7‘

i<k

=r=) (¢-a)f ®

i<k
et pour tout mondéme x* de r :

e Vie [1,k], mdeg(f;) £«

e ieVie [LE], Im(f)ta®

e i.e le reste de la division de % par (Im(f;))1<i<k vaut * et n’est donc pas nul (’algorithme de division finit aprés une itération de la
boucle principale).

e iex® & (Im(f;))1<i<k) = (Im(F)) (d’aprés la contraposée de la question 11)

Par suite, en appliquant ce qui précéde au monéme lm(r) (qui existe puisque 7 est non nul) :
Im(r) & {Im(F))
Mais comme r € (F) (par ®)
Im(r) € Im((F)) € (Im((F)))
Donc

0 # (Am((F))\(m(F)) > Im(r)
ce qui est absurde, du fait de I'hypotheése (Im(F)) = (Im((F))).

On a donc montré que

Si (Im(F)) = (Im((F'))), alors F est une base.

V. Une caractérisation plus effective

14.

1 1

S(z1ze + 1,22 — 1) = z122( 1 + —(1l——=) ) =z2+x1
: ’ T1T2 72
2



15.

Si F est une base : alors pour tous f;, f; € F,

: . fi b
S(f.. f.) & plem(mdeg(f;),mdeg(f;)) ( ) C
en vérifiant aisément que R LR (resp. R L ) est un polynéme, car I'exposant mdeg( f;) (resp. mdeg(f;)) de lt(f;) (resp.

1t(f:) 1(f;)
It(f;)) est inférieur (pour <) & I'exposant lem(mdeg(f;), mdeg(f;)) de ztcm(mdeg(fi),mdeg(f;))

Et comme S(f;, f;) € (F), le reste de la division de S(f;, f;) par F est nul (car F est une base, par définition).
On a montré que :

Si F est une base, alors pour tous f;, f; € F, le reste de la division de S( f;, f;) par F est nul.

16.

Supposons, par 'absurde, qu’il existe au plus un indice ¢ tel que mdeg( f;q;) = max;<x(mdeg(fiq;)).

Comme il en existe au moins un (puisque la famille sur lequel le max est pris est (mdeg(fl(ﬂ))lgk, et I'ordre < est total (en tant qu’ordre
monomial)), il existe exactement un indice 3 tel que mdeg( f;q;) = max;<x(mdeg(fiq)).

Mais alors
mdeg(z .fZQZ) = max(mdeg(figr)) < mdeg(fig:)

1<k I#i

l#i
d’ou :

(Z fl(ﬂ> lm quZ)
1<k

et

mdeg(g) = mdeg(Z fl(Jl) = mdeg(fiqi) = max(mdeg(fiar))

I<k
ce qui contredit I’hypothese

mdeg(g) < I%Laiix(mdeg(flfﬂ))

On a donc montré que :
il existe au moins deux indices ¢, j tels que

mdeg(f;q;) = mdeg(fiq;) = I{La;ex(mdeg(flql))

17.

En divisant S(f;, f;) par F, S(fi, f;) s’écrit, d’aprés la question 8 :

S(fi £i) = filu + 0
i<k le reste est nul par hypothese

avec

max(mdeg(fil)) = mdeg(S(fi, f)) @
Par suite :

, . fi fj

S(fi, f;) £ xlcm(mdeg(fz),mdeg(fj))< — )
! w(fi) ()
lem(mdeg(f;),mdeg(f;)) ( fi I ) i le(£:) = ) =
x puisque le(f;) = le(f;) =1

Or : les parties entiéres des fractions rationnelles ]Zf) et sz) sont égales (elles valent 1), donc la fraction rationnelle sz) lm{]‘f) n’est

somme que de parties polaires de degrés strictement négatifs.

Par conséquent, S ( fi, fj) est une somme (algébrique) de termes dont les exposants des monémes sont strictement inférieurs (pour <) a
fi i

Pexposant lem(mdeg(f;), mdeg(f;)) du terme zlem(mdes(f),mdeg(f;)) en facteur de iy ~ WUy

De fait,



fi T
le(f3) lc(fj)

mdeg(S(fi, £;)) = mdeg( ) < lem(mdeg(f;), mdeg(f;)

et par ® :
Vi e [1,k], mdeg(fil) = mdeg(S(f;, f;)) < lem(mdeg(f;), mdeg(f;))
d’ou, finalement :
Vi e [LK], mdeg(fili) < lem(mdeg(f;), mdeg(f;))

On a montré que

S(fi, ;) = szflhl avec pour tout I, mdeg( fih;) < lem(mdeg(f;), mdeg(f;))

18.

It(fiq:)

Soitt = lem(mdeg(f;) mdeg(£,))

© g =q —lt(q)+th
* ¢ = g;+lc(q:)lm(q)) + th;
* g = q +thypourtoutl & {3,5}

Montrons que g = | flql/

<k
> fig) = fila — () + thi) + £(g; + le(q:)im(g) + thy) + Y filar + thy)
1<k I<k
1¢{i,5}
= —filt(q:) + fiths + file(@)im(q;) + fithi + > fa+ > fith
1<k 1<k
~——  1g{ij}
=9
=5(f:,f3)
=
= g — filt(a) + file(a)lm(q;) + ) fily
1<k
_ NYa i fi
g Fit(g) + fe(g)imi(g;) + taemndealfdmdes(£) ~
Helainta (5~ 7

= g — filt(q;) + file(gi)lm(g;) +lt(fiqi)(lt{}.) N lt(f;j)) ©

Or, on montre, de la méme maniére qu’a la question 12 (au milieu de la démonstration) que, comme 'ordre < est monomial : le monéme de
téte de f;q; est le produit des mondémes de téte de f; et de g;, et partant :

(fiq;) = t(f:)lt(q:)

Donc
—filt(q;) + it(fiq:) {f) = —filt(g) +t(g)f; =0 ®®
Par ailleurs,
fi
file(@i)im(q;) — W(fiqi) ——F~ (f; )
J

It(fiqi) = le(qi)lm(q;)It(f;)

le(fi)lm(fi)le(gi)lm(qi) = le(gi)im(g;)le(f;)lm(f;)

le(fi) Im(fi)lm(qi) = le(f;) Im(g;)lm(f;)
———

————
=lm(fig:)=Im(f;q;) =Im(f;q;)=lm(fiq:)

= le(f) = le(fy)

la derniére égalité étant vérifiée, puisque lc( f;) = le(f;) =

(N

Donc

flela)im(gy) — t(fiq) (ff) 9 oos

D’aprés ®, ®® et ® ® ®, il vient que :

9=)>Y_fa

<k

Cette représentation contredit la minimalité de la représentation originelle

Montrons que le multi-ensemble associé a cette représentation est strictement inférieur au multi-ensemble associé a la représentation originelle.



En effet :
Pour tout [,

mdeg(tfih;) = mdeg(t) + mdeg( fih;) (puisque le mondéme de téte du produit
est le produit des mondmes de téte)

= mdeg(fig;) — lem(mdeg(f;), mdeg(f;)) + mdeg(fih;)
———
=max;<x(Im(fiqr))

< max(mdeg(fiar)) ~ lem(mdeg(f;), mdeg(1;)) + lem(mdeg(fs), mdeg(f;))  (question 17)

— r%aicx(mdeg(fl%))

Donc, comme mdeg(t fih;) < max;<i(Im(fiq)), 'ajout des th; ne fait pas augmenter le multidegré des q; f; dans cette représentation.
De plus,

g; + le(gi)lm(g;)
a un multidegré inférieur ou égal a celui de g;, donc

mdeg(q;f;) < mdeg(g;f;) = max(mdeg(fi))

Enfin :
q; — lt(q:)
a un multidegré strictement inférieur a celui de g;, donc

mdeg(q.f;) < mdeg(qi f;) = %%cx(mdeg(flql))

et la multiplicité du degré maximal max;<;(mdeg(fiq:)) = mdeg(q; f;) = mdeg(q; f;) des g; fi dans le multi-ensemble associé a cette
représentation a diminué strictement par rapport a celle de la représentation originelle, ce qui, d’apres la définition de I’ordre sur les multi-
ensembles rappelée dans I’énoncé, implique que

le multi-ensemble associé a cette représentation est strictement inférieur au multi-ensemble associé a la représentation originelle

ce qui est absurde, par minimalité de la représentation originelle.

Conclusion :
Il vient donc que
mdeg(g) = maz;<(mdeg(fiq;))
comme cette propriété est vérifiée pour tous les g € (.7-'> on peut montrer avec la méme démonstration que celle de la question 12 que :
{Im(F)) = {Im((F)))

ce qui, d’aprés la question 13, est suffisant pour établir que tous les polynémes de (F) ont un reste nul dans la division par F, c’est-a-dire que
F (qui est fini) est une base.

On a donc montré que :

Si, pour tous f;, f; € F (fini), le reste de la division de S(f;, f;) par F est nul, alors F est une base.

V. Calcul d'une base

19.

Terminaison
Méthode 1 :

A chaque itération de la boucle principale, I'idéal engendré par les monémes de téte de G croit strictement (hormis & la derniére itération de la
boucle principale, lorsque new = (), puisque new est constitué de restes non nuls r; de divisions par G : ce qui implique, d’apres la question
8, que pour tout j, aucun mondéme de téte d’un polyndéme de G ne divise ;.

Donc Im(r;) ¢ (Im(G)) (comme on I'a rappelé a la question 13 (d’aprés la contraposée de la question 11)), et I'idéal engendré par

Im(G U new ) est strictement plus grand que I'idéal engendré par Im(G) dans Q[zy, . . ., Z,].
~—~
={ri};
Or, comme on I’a vu dans le cours d’algébre : Q[z1, . . ., z,] est un anneau noethérien : toute suite croissante d’idéaux y stationne.

Donc la suite précédente ne peut pas croitre strictement indéfiniment, et I’algorithme termine (puisque (Im(G U new)) = (Im(G)) n’est
possible que si new = () ("algorithme s’arréte alors), car si new # (), les éléments de Im(new) n’appartiennent pas a (Im(G))).



Méthode 2 (trouvée apres) :

def

Si on appelle "partie engendrée par o € N"" la partie () = {8 € N" | 8 > a}, on peut reprendre I'argument précédent en considérant les

parties engendrées par les exposants des monémes de téte de (G a chaque itération : elles sont closes supérieurement (par définition), et
elles ne peuvent pas croitre indéfiniment par la question 5.

L’argument est analogue a la méthode précédente, en utilisant I’équivalence
z° | 2’ — a< B8

A chaque itération de la boucle principale, la partie engendrée par les exposants des mondmes de téte de G croit strictement (hormis a la
derniére itération de la boucle principale, lorsque new = (), puisque new est constitué de restes non nuls r; de divisions par G vérifiant
Im(r;) ¢ (Im(G)), donc exposant(lm(r;)) ¢ (exposant(Im(QG))).

Correction

A la derniére itération de la boucle principale, new = (), ce qui signifie qu’on n’a trouvé aucune paire {f, g} C G telle que le reste de la division
de S(f, g) par G ne soit pas nul.

En d’autres termes : & la fin de I’algorithme, pour tous f, g € G, le reste de la division de S(f, g) par G est nul, ce qui implique, d’apreés la
conclusion de la question 18, que

G est une base de (G).

Or, G est initialisé a { f1, - - . , fx}, et & chaque itération de la boucle principale, I'invariant

(G) = (fr,-- s fr)

est conservé.

e en effet, chaque reste r d’une division Divise(S(f, g), G) appartient a 'idéal engendré par G, puisque, S(f, g) € (G) (montré a la
question 15) et d’apreés la question 8 :

r==5(f,9) — ) ag, € (G)

!
(@) g,€G

donc a la fin de chaque boucle :

On en conclut donc gu’a la fin de I'algorithme :

<G> = <f1a .- ’fk>
En récapitulant tout :

A la fin de I'algorithme, G est une base de (G) = (f1, ..., fx)-

20.

Construction d’une base de (z1z3 + 1, :cg —1):

paires de ..
new G S Divise(S G
polyndmes de G (f,9) (5(£,9),G)

Initialisation {z1zy + 1,25 — 1} {z1zy + 1,25 — 1}
Fin de la {z122 + 1, m% —1}
1ére {£L‘1 + J,'Q} {1'1 + T9, z1xy + 1, $§ — 1} {5(31 + zo, 122 + 1} S(z1za + 1,333 —1)=z1+z T + X2
itération {z1 + z2, 35% -1}
Fr ol {12y +1,22 -1}  S(mz2 + 1,22 — 1) = 21 + 23 0
2éme 0 {z1 + T2, 120 + 1,m§ -1} {zizz + 1,21 + 22} S(z1+z2, 7122+ 1) = mg -1 0
itération {22 — 1,2 + 22} S(ay + 2y, a2 — 1,) = x; + 2 0

Sortie :

G = {z1 +zo, 2120 + 1,25 — 1}



