THEORIE DES MODELES

DE L’EXEMPLE AU MODELE
KADDAR Younesse
Résumé On se propose de poser un cadre d’introduction de la théorie des modéles a travers un

exemple : le théoréme d’Ax-Grothendieck, ce qui nous donnera I'occasion d’esquisser une comparaison
(sommaire) avec d’autres approches aboutissant a la démonstration dudit théoréme.

I PRELUDE ET MOTIVATIONS

II AX-GROTHENDIECK : DEMONSTRATION ALGEBRIQUE

II.1

NULLSTELLENSATZ FORT

Soientn > 1,m > 0 et K un corps.

II.1.1 LEMME DE ZARISKI

\

f—[Théoréme - Lemme de ZARISKI } N

1

. déf . PP ,
Soient x1,...,x, € K et A= K[x,...,x,] une K-algébre de type fini (i.e finiment engendrée,
en tant que K-algebre).

Si A est un corps, alors A est algébrique sur K.

Solution. Supposons que A =K[x,...,X,] est un corps. Preuve par récurrence sur n € N* :

e Pour n =1 : le résultat est évident, puisque xl_l cA=K[x;]

e Sile résultat est acquis pour n € N* : Par 'absurde : on peut supposer, sans perte de généralité, que

a; est transcendant sur K (sinon, c’est trivial). Comme A est un corps,

A=K(xq)[xy,...,x,]
——

et

Pour tout i € [2,n] : par hypothése de récurrence, x; est racine d’'un polynéme unitaire P; € k[X].
En notant D;(x;) (D; € K[X]) le produit des dénominateurs des coefficients de P;, et en posant

n
D d=efl_[Dj
=2

en multipliant "P;(x;) = 0" par D(x;)™, pour un entier m suffisamment grand, il vient que : D(x)x;
est entier sur K[x;]. De plus, comme K[a;] = K[X], il existe un polynéme irréductible Q premier
avec P.

Donc (Q(x;)) ™t € A=k[x,,...,x,] (Cest un corps), et D(x;)" (Q(x1))~! € k[D(x1)xs,...,D(x1)x,]
pour un entier r assez grand, d’ott D(x;)"(Q(x;))™! est entier sur K[x; ].

Or : K[x;] est factoriel (en tant qu’anneau principal), donc intégralement clos, et :

D(x1)"(Q(x1)) ! € K[x;]

d’ou Q|D, ce qui est absurde.
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I1.1.2 NULLSTELLENSATZ FAIBLE

r—[Théoréme - Nullstellensatz faible] \

Si K est algébriquement clos, pour tout idéal J de K[X,...,X,],

V) =0 = J=K[Xy,...,X,]

o V) E NP0}
PeJ

\ J

Solution. La fonction
déf { K" — {Idéaux maximaux de K[X,... ,Xn]}
(ay,...,a,) = (Xl—al,...,Xn—an>

est une bijection.

e Surjectivité : Soit I un idéal maximal de K[Xj,...,X,]. On note A le corps K[X;,...,X,]/I.

Le morphisme
def K —- A
A - A
est injectif (si A € Ker¢, alors A €, et A = 0 car sinon I = K[Xi,...,X,]), dou k « ¢ (K) est un
sous-corps algébriquement clos de A, et A = k[Xl, e ,Xn].

Par le lemme de ZARISKI, A est algébrique sur k : c’est donc k (car k est algébriquement clos), et

-1
A = K. En posant, pour touti € [1,n], q; & ¢_1(Z) eK:X;—a;€l,doulDd <X1—a1, ey Xn—an>,

et par maximalité de <X1 —a,..., X, —an>, I= <X1 —a,..., X, —an>.
e Injectivité :
Si <X1 —ag,..., Xn—an> = <X1 —by,..., X, — bn>, alors pour touti € [1,n] :
ai—bi :Xi—bl’—(Xi—ai)GI

d’ou a; = b;, car sinon [ = K[X;,...,X,].
Par contraposée : si J est un idéal strict de K[X;,...,X,], J est inclus dans un idéal maximal I > J. De

fait, par bijectivité de 9, il existe un élément de K" en lequel s’annulent les polyndémes de I, et donc de J.
O

I1I.1.3 ASTUCE DE RABINOWITSCH

r—[Théoréme - Nullstellensatz fort] \

Si K est algébriquement clos, pour tous polynémes Pq,...,P,, € K[X,,...,X,], l'idéal J &
<P1, cees Pm> vérifie :
I(VE) = VJ
ol
— I(V(J)) est I'idéal des polyndémes s’annulant en chacun des éléments de V(J)

— +/J est le radical de J (i.e 'ensemble des polynémes dont une puissance appartient a J)
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Solution. Soit JL (P,..., P,.) CK[Xy,...,X,].
e /JCI(V(J))) : évident, par intégrité de K.

e I(V(J)) C v/J: Soit P € K[Xj,...,X,] un polynéme non nul s'annulant en chacun des éléments de
V(J). On se place dans K[X, Xi,...,X,], et on pose

3L (1 =X, Py,..., Py
Ainsi, V(J3) = 0, et par le Nullstellensatz faible :
J=K[Xg, X;,...,X,]121

c’est-a-dire :

1=(1—XoP) Q(Xo, -, Xa) + ) Pi QiXp, ..., X)) @

i=1
pour des polynémes Q,,...,Q,, € K[X,, X;,...,X,]. En prenant 'image des membres de ® par le
morphisme d’anneaux

{ KXo, X3,...,X,] — KXi,...,X,)
Q(Xy, Xq,...,X,) — Q(1/P,Xy,...,X,)

il vient :

1= PiXe, X QiA/P, Xy, o, Xy)

i=1
soit, en multipliant par P" pour un entier r assez grand :

m
Pr=>"Pi(Xp,.... %) Qi(Xy, ..., X,) €J
i=1

pour des polynémes Q,, ...,Q,, € K[X;,...,X,].

II.2 AX - GROTHENDIECK

Théoreme - AX - GROTHENDIECK]

Toute fonction polynomiale de C" dans C" qui est injective est bijective.

\

°° Pour les clotures algébriques des corps finis

Solution.  — Si K est un corps fini dont K est une cloture algébrique : toute fonction polynomiale P de K"

dans K qui est injective est bijective.

Solution. Par I'absurde, si P = (Pq,...,P,): K' > K est injective mais non surjective :
Vx,y €K',P(x)—P(y)=0=x—y =0

d’ou, par le Nullstellensatz fort, en considérant la i-eme coordonnée (i € [1,n]) :

X —Y; € (PiXy,. o, X)) = Pi(Ys,.., Y,)) CKIXy,eo, Xy, Yool Y]
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et il existe une fonction polynomiale Q : K xK —K',reNtels que :
Vx,y €K, (POx)—P(»)Qx,y) = (x —y)" e
Par non-surjectivité, il existe x, € K tel que :
Vx e Kn,P(x)—xo #0

Donc
VxeK', P(x)—xo=0 => 1 (x) =0

fonction constante égale a 1

et de méme, il existe une fonction polynomiale R : K - K telle que :
Vxek', (P(x) — xo) R(x)=1 (2)

On note k le sous-corps de K engendré par K, x,, et les coefficients de P, Q,R : il est fini (car finiment
engendré et chaque élément de k est algébrique sur K, donc (lemme 6) dimy k < o0). Or, P peut
étre restreinte et corestreinte en une fonction polynomiale P : k™ — k", qui reste injective et non-
surjective. Comme k est fini, c’est absurde. O

Polynome et fonction polynomiale associée
Comme K est infini (sinon [ Lz (X— a) + 1 n’aurait pas de racines), on peut faire 'abus de
langage de pas distinguer un polynome et sa fonction polynomiale associée, car le morphisme
d’anneaux qui a un polynéme associe sa fonction polynomiale associée est injectif (tout Q dans
son noyau a une infinité de racines, et est donc nul).

— Dans C : Par 'absurde, si P = (Py,...,P,) : C" — C" est surjective mais non injective, on produit
de méme des fonctions polynomiales Q : C" x C" — C", R : C" — C", un complexe x et un entier
r € N* tels que :

(PG)—P()QLx,y) =(x—y)

(Px)—xo)R(x) =1 ®

Vx,y €C", {

On note & 'ensemble formé par x et les coefficients de P,Q,R ; et on pose A dzefZ[g’], dont on note
I un idéal maximal.

e Montrons que le corps A/1=Z[&]/1 est fini :
Supposons, par I'absurde, que le noyau du morphisme d’anneaux

d)(i:éf{ Z — Z[&]/1

a — da

est trivial : alors on corestreint ¢ a ¢(Z), et Z = ¢(Z) C A/1. Comme A/I est une ¢ (Z)-algebre
finiment engendrée, c’est aussi une £-algebre finiment engendrée, ou Q = Q.

Par le lemme de ZARISKI, A/I est algébrique sur Q. Si on écrit A/I = ¢(Z)[a4,...,a,,], on
peut choisir s € Z\{0} tel que toutes les images par ¢ ' des dénominateurs des coefficients
des polynémes minimaux des (a;);e[;,,7 divisent s. 1l vient alors que les (a;);e[y,,7, €t donc
le corps A/I, sont entiers sur ¢(Z)[1/¢(s)], dott ¢p(Z)[1/$(s)] est un corps (lemme 7), et
1/($(s) + 1) € $(Z)[1/(s)]. Donc

1=(¢p(s)+DP(1/P(5))
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ol P € ¢(Z)[X], et pour q € N assez grand :

$(s)? = ($(s) + 1a

olt a € ¢(Z), ce qui est impossible, parce que tout diviseur irréductible de ¢(s) + 1 divise le
membre de droite mais pas de gauche.

Donc Ker ¢ est un idéal non trivial de Z, et Ker¢p = pZ, pour un nombre premier p. Donc
A/T est de caractéristique p, et il est isomorphe a une algebre de type fini sur F,, laquelle est,
par le lemme de ZARISKI, algébrique sur F,,. Par le lemme 6, elle est donc un F,-espace vectoriel
de dimension fini, et, de fait, de cardinal fini.

— Les formules ® sont encore vraies dans une cloture algébrique de A/I : c’est impossible, car le
théoréme d’AX-GROTHENDIECK est vérifié dans les clotures algébriques des corps finis, par le
lemme introductif.

O

III AX-GROTHENDIECK A I’EPREUVE DE LA THEORIE DES MODELES

III.1 NOTIONS DE BASE
III.1.1 SYNTAXE
Un systeme formel (par exemple : le calcul des prédicats (logique du premier ordre), dans lequel on se

placera dans la suite) est constitué des éléments ci-apreés.

Langage : C’est un ensemble de symboles de fonctions et de prédicats (ou relations) d’arités (i.e : de
"nombre d’argument") finies, ainsi que de constantes (fonctions d’arité nulle) : dans la suite, on se
placera sur le langage des anneaux : %, ={0,1,+, x}

On se donne un ensemble dénombrable de variables {x;};cy.
Terme :

— une variable x; (i € N)

— OU une constante

— OU une fonction d’arité n € N appliquée a n termes
Formule atomique : Un prédicat d’arité n € N appliqué a n termes

Formule : Une expression construite par induction a partir des formules atomiques, et des symboles
((,),”,”) / connecteurs (—,<«—,,A,V) / quantificateurs (V,3) de la logique, en l'occurrence, du
premier ordre.

Variables liées/libres : Dans une formule, une variable quantifiée est dite liée (libre sinon).
Enoncé/formule close : Une formule ne contenant que des variables liées.

Théorie : un ensemble d’énoncés. Les théories des anneaux commutatifs, des corps, des corps algébrique-
ment clos de caractéristique p € {nombres premiers }, et O sont respectivement :

v
noté P
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‘Znneaw(cnmm = {
Vxq, Vxg, Vxs, (x1 +x2) +x3 =x7 4+ (x2 +x3);
V.X'l, Xq :X1+O;
Vx]_, EIXZ, x1+x2=0;
Vxi, Vxa, X1+ X =X+ Xq;
Vxi, Vxg, Vxs, (1 X x3) X X3 =x7 X (X2 X X3);
Vxiq, x1x1=1xxq;
Vxi, Vg, Vs, x1 % (xg +x3) = X1 X X+ X X X33
} Vxi, Vo, Xq X Xp =X X Xq;
<9;orps = { vxl) 3x2) _|(x1 = O) - (xl X Xg = 1) }
U %nneauxcomm
CACP = corps
U { Vxy, ..., Vxn, 3xg, x84 3,30 4.+ XX +x; =0 }
neN#
U {p=0}
CACO = ‘207‘1)5
U { Vx1,...,¥x,, Ix, xg+ X, X0 L+ Xgxg+ X, =0 }
neN#
U { ~(a=0)}
qEeP

III.1.2 SEMANTIQUE

Soit £ un langage.
Z-structure : Un ensemble ./# (appelé domaine du discours) non vide, ol on interprete les éléments de
% :i.e on choisit
— ¢ pour chaque symbole de constante ¢ € &
— ET f* . 4™ —  pour chaque symbole de fonction f € £ darité ne
— ET P# c 4™ pour chaque symbole de prédicat P € & d’arité np
On interprete, ainsi, les Z-formules atomiques closes, puis les £-énoncés de maniere "usuelle" a partir des
formules atomiques, par induction. On dit que la £ -structure ./ satisfait un énoncé 6, qu'on note % F 0,

si et seulement si 0 une assertion vraie dans .4 (aprés l'avoir interprété). Pour une théorie J dont les
énoncés sont tous vrais dans .4, on note, de méme, .# £ 0.

Modele : .# est un modele de 'énoncé O (resp. de la théorie ) si, et seulementsi, .# F 0 (resp. 4 F 7).

Les modelesde Z, ... .on. SONt les anneaux commutatifs, ceux de CAC sont les corps algébriquement
clos de caractéristique nulle.

Satisfaisabilité : une théorie J est dite : satisfaisable si elle admet au moins un modele, finiment satis-

faisable si toute partie finie de 7 est satisfaisable.

Conséquence sémantique : on dit qu'un énoncé 6 est une conséquence (sémantique) d’'une théorie & si :
pour tout modele .# de 7, # = 6. Onlenote 7 F 6.

II1.2 THEOREME DE COMPACITE
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I11.2.1 FILTRES, ULTRAFILTRES ET ULTRAPRODUITS

Filtre : un filtre & sur un ensemble I est une partie de & (I) vérifiant :
—0¢F
— VXeZ, VYe2(1), YO X=YeZF
— VX,YeZ,XNYeZ

Ultrafiltre : un filtre maximal (pour I'inclusion).

Ultrafiltre principal/trivial : un ultrafiltre de la forme % e {Ye2 ()| Y > Xy}, pour une partie X, C L.

Filtre de FRECHET : Sil est infini, c’est 'ensemble des parties cofinies de I : Fr e {Ye®() | 1\Y est finie}.
Il n’est pas principal (si Y € Fr, Y\{y} € Fr, pour tout y €Y).

Propriété de l'intersection finie : Une famille ' de parties de I a la "propriété de l'intersection finie" si :
VXy,...,.X, €, ()io, X; # 0. Tout filtre a la propriété de Iintersection finie.

*0¢ Lemmes sur les ultrafiltres
(A) Tout filtre & sur I est un ultrafiltre si, et seulement si : YXe€ 2(),X¢ F —= \X e Z.
(B) Tout filtre sur I est inclus dans un ultrafiltre.

(C) Toute famille Z de parties de I ayant la propriété de I'intersection finie est incluse dans un
ultrafiltre.

(D) Silestinfini: si % est un ultrafiltre non principal, il contient le filtre de FRECHET.

(E) Mesure associée a un ultrafiltre : tout ultrafiltre sur I correspond a la donnée d’une mesure
finiment additive.

Solution. (A) Pour tout filtre & et toute partie X telle X ¢ Z : # U{X} n’a pas la propriété de I'intersection
finie si, et seulement si, \X € &.

— Eneffet: < :Sil\Xe .Z, (\X)NX=0
= : Si Z U {X} n’a pas cette propriété, il existe X;,...,X, € Z telsque X; N---NX, NX =0,
dot (I\X) DX, N---NX,, et \X € F
Donc l'implication directe est acquise, et réciproquement, si "VX € (1), X ¢ F = I\X € ¥":
Z U {X} ne peut étre un filtre (et donc avoir la propriété de I'intersection finie) que si I\X & Z, et
donc (par hypothése) quesiX € & (i.e F U{X} = Z).
(B) Lensemble E; des filtres sur I contenant & est tel que tout sous-ensemble E’ de E, totalement

ordonné (pour l'inclusion) a un majorant (le filtre qu’est I'union des éléments de E’, par exemple),
donc, par le lemme de ZORN, Ez a un élément maximal (un ultrafiltre).

(C) & estincluse dans le filtre o « {Yez@|3IX,....X, e Z;Y DX, Nn---NX,}, lui-méme inclus
dans un ultrafiltre.

(D) Si % contenait une partie finie Xy, il serait le filtre principal #x qu’elle engendre (il le contiendrait
trivialement, et ne pourrait contenir de partie Y 2 X,, car % > (I\Y) D X,).
Dong, par (A), % contient toutes les parties cofinies.

(E) A tout ultrafiltre % sur I, on associe la mesure finiment additive ., : 2 (1) — {0, 1} définie par :

VXe Z(1), ugyy(X) =1 <= Xeu%

Réciproquement : si u : #(I) — {0,1} est une mesure finiment additive, %, « u~t({1}) est un
ultrafiltre.
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— En effet : La seule propriété non triviale a vérifier pour montrer que c’est un filtre est la stabilité
par intersection : si u(X) = u(Y) =1, et, par I'absurde, u(XNY)=0:1=ud) > uXUY) =
pX\EXNY)) +u(Y\(XNY)) = 2.

De plus, pour tout partie X ¢ %/, 1 = u((I\X) UX) = u((1\X) + u(X) = u((1\X), d’ou % > (1\X),
et % est un ultrafiltre, par (A).

Dans la suite, on confondra un ultrafiltre et la mesure finiment additive qui lui est naturellement
associée.
|

Ultrafiltres : remarque qualitative
Intuitivement, un ultrafiltre correspond a la donnée des "grandes" parties de I, de telle sorte que
toute partie est soit "grande" (% -presque stire) soit "petite" (% -négligeable). SiI est infini et % non
trivial, on convient que X C I est "grande" si, et seulement si, son complémentaire est "petit", que
toute intersection finie de parties "grandes" reste "grande" et que I tout entier est "grand".

Soient (#;);c; une famille de Z-structures et % un ultrafiltre sur I.

Egalité % -presque partout : On définit, sur [ l;c; #;, une relation d’équivalence d"égalité % -presque
partout" par :
Y -
VMNe| [ 4 M2 N < {iel|M=N}e¥ < py({icl| M;=N})=1
iel
Ultraproduit : Lultraproduit .#* des .#; (i € 1) par l'ultrafiltre % est le quotient de [ [..; 4, par la

. 1s U-
relation d’équivalence ='. On le note [ L #: / U.

N .
Q@ Lultraproduit est une ¥-structure
déf
M* = i //ti/% est une .Z-structure.
C’est le cas en interprétant

« déf T~
— ¢ = (¢#), pour chaque symbole de constante ¢ € &£

— (A - (M(l),..., M(”f)) — (f/”i(Mgl),..., Mgnf))) pour chaque symbole de
el
fonction f € £ d’arité ng l

— chaque symbole de prédicat P € ¥ d’arité np par :

(M(l),..., M("P)) ep” c(u)r = {iel| (MP,... ., M"™)eph}eu

i 5
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Ultraproduits : remarques qualitatives

Ce qui est embétant, c’est que toutes les formules du premier ordre ne sont pas préservées par

passage au produit, en général : le fait que chaque M; (i € I) satisfasse une formule ¢ n’im-

plique pas qu’il en est de méme pour l'ultraproduit.

Par (contre-)exemple, la disjonction "V" de l’énoncé "Vx;, (x; =0)V(Ixy, x; X Xy =1)"
~—

noté A(xq) noté B(x)
condamne 'ensemble des modeles de 7, a ne par étre stable par produit cartésien (le connec-
teur "V" est "trop laxiste" : A(0) est vrai et B(0) est faux / A(1) est faux et B(1) est vrai : ce qui
condamne A((O, 1)) ET B((O, 1)) a étre faux!).

En revanche, &, ..~ a des modeles stables par produit cartésien, car ses énoncés sont

des identités algébriques (i.e des clétures par le quantificateur universel "V" de formules ato-
miques).

Intuitivement, un ultraproduit des structures .#; (i € I) est une forme de "moyenne", ou
d"intégrale", des structures calculée par rapport a la mesure "de probabilité" (seulement fi-
niment additive, et pas o-additive) associée a %, de telle sorte qu'on pourrait le noter :

J//l(i)duazz(i)
I

Un ultrafiltre principal associé {iy} est dit "trivial" car il "correspond”" a une mesure de Dirac
concentrée en {iy} : I"intégrale" vaut simplement .#; . SiI est infini, un ultrafiltre non principal
(contenant donc le filtre de FRECHET) correspond a une mesure diffuse : les résultats sont plus
riches.

L'interprétation d’un ultraproduit en tant que que £ -structure est une interprétation "presque
partout” relativement au produit cartésien : "un élément du produit cartésien est le représentant
de I'interprétation d’'une constante/de I'image par l'interprétation d’'une fonction d’'un ns-uplet"
OU "des éléments sont en relation dans l'ultraproduit” si c’est le cas en presque toutes coordon-
nées.

I11.2.2 THEOREME DE L0OS$

~ Théoréme - Théoréme de £0$ | ‘

M* =

\

Une formule est vraie dans un ultraproduit si, et seulement si, elle est vraie en presque toutes
coordonnées :

. déf .
Si = | /2 / 9 est un ultraproduit de ¥-structures, ¢(xy,..., x,,) une ¥-formule, et

(M(l), ., M(n)) € (*)", alors :

M ESM) = ficl| aEp(MD,... , M")} e w

Solution. Pour toute £-formule 1, on note I(1)) I’ensemble {i el| M E zp(MEU, ceeh Mgn)) }
Par induction structurelle :

—Si¢
M

est atomique, cela résulte de l'interprétation des & -prédicats et £-termes dans la & -structure
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(@) eu <= \i(@)={iel| a4FpMD,... M)} ¢

car 2 est un ultrafiltre. On conclut par hypothese d’induction.
— Si¢p =Y Ay :pour que I(¢p) <€ %, il faut (car I(¢) C I(x)),1(x)) et il suffit (par stabilité par inter-
section) que I(y) € % et I(y) € %, puisque % est un filtre. On conclut par hypothése d’induction.
— Sip(x1,...,x,)=3xg, Y(xg9,X7,..,Xp) :
— = : Si M F $p(M*), il existe MO € #* tel que A* F (MO, M*), et, par hypothese
d’induction :

w3 {iet| iy MP, M)} c{iel] 4 F Ixg,p(x0. MO, M) } =1(9)

Donc I(¢p) € %, car % est un filtre.
— & :8Sil(¢) € %, pour tout i € I(¢p) : par axiome du choix, il existe Mgo) € M; tel que
M E w(Ml(.O),Ml(.l), e, Ml(.”)). En notant, pour tout j € I\I(¢), MS.O) un élément quelconque de

M # 9 (avec 'axiome du choix), il vient que : M© e [ Lic #; est tel que
M E (MO, M*)

par hypotheése d’induction (comme I(¢p) € %), et

MFE P(MF)
est acquis.
Pour conclure, on utilise le fait que : Vx5, ¢ = —(3xg, ) ; o VY = (- A1) ; ¢ — Y ==(dp A Y);
etp =P =(p —YIN(Y) — ¢). O

I11.2.3 THEOREME DE COMPACITE

Théoréme - Théoreme de Compacité}

Une théorie est satisfaisable si et seulement si elle est finiment satisfaisable.

Solution. Soit J une théorie finiment satisfaisable, dont on note I ’ensemble des parties finies. Par hypo-
these : pour tout i €1, il existe un modele .#; tel que ; F i.
Pour tout 6 € &, on pose I(9) « {iel| #,=6}.
La famille (I(60))ges est incluse dans un ultrafiltre %, car elle admet la propriété de l'intersection finie
(VO1,....,0, €T, B# (o 16) 2{64,...,6, ).
Lultraproduit .#* « [ La //li/% est alors un modele de &, puisque : si 6 € 7, 1(0) € %, d’ou, par 10§,
MEED.

([

Est-il trop "fort" de recourir a ’axiome du choix ?
Le recours a 'axiome du choix (équivalent au lemme de ZORN) - pour démontrer I’existence, pour
tout filtre, d’'un ultrafiltre le contenant ET dans le théoréme de L0$ - peut paraitre trop "fort". Mais il
n’en est rien : la démonstration "classique" du théoréme de compacité repose sur le théoréme de com-
plétude de Godel ("une théorie est satisfaisable si, et seulement si, elle est cohérente/consistante/non
contradictoire"), qui y a aussi recours.
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-Q~ Corollaire du théoréme de compacité

Si T est une théorie, 6 un énoncé tels que & F 0, alors il existe une partie finie F ¢ & telle que FF 6

Solution. On montre la contraposée. Si, pour toute partie finie F ¢ & : F ¥ 0, c’est-a-dire qu'’il existe
un modele #; de F qui satisfait =6, alors 7 U {=0} est finiment satisfaisable, et, par compacité, est
satisfaisable : cela contredit "7 F 6". O

III.3 LOWENHEIM-SKOLEM

I11.3.1 LOWENHEIM-SKOLEM DESCENDANT
I11.3.2 LOWENHEIM-SKOLEM MONTANT
III.4 AX-GROTHENDIECK

I11.4.1 CATEGORICITE ET COMPLETUDE
I11.4.2 THEOREME DE TRANSFERT

II1.4.3 AX-GROTHENDIECK

ANNEXE

LEMMES POUR LE LEMME DE ZARISKI

Anneau factoriel : Un anneau commutatif A est dit factoriel si tout élément de A se décompose de maniére
unique, a ordre et association pres, en un produit d’éléments irréductibles et d’'un élément inversible.

Anneau intégralement clos : Un anneau intégre A est dit intégralement clos si : pour tous a, b € A\{0},
si a/b (élément du corps des fractions de A) est racine d'un polynéme unitaire a coefficients dans A
alors a/b € A.

Idéal maximal : Un idéal est dit maximal si tout idéal qui le contient strictement est 'anneau lui-méme.

N2 7 . . . ) .
-@' Lemme 1 : Caractérisation des idéaux maximaux

Dans un anneau commutatif A : 'idéal I est principal si, et seulement si, A/I est un corps.

Solution. = : Silest maximal eta € (A/1)\{0} : en notant a, € A\l un représentant de a, I+ay,A = A
(puisque cet idéal contient strictement I). Donc 1 = agb+1i, ou b € A, i €1, et x est inversible.

&= :SiA/Testuncorps et CJCA :il existe ay € J\I, dont la classe a vérifie donc a € (A/I)\{0}.
Doncl=gqgpgb+ic€J,oubeAicl,etJ=A. O

-@~ Lemme 2 : Anneau Principal =—> Factoriel

Tout anneau principal est factoriel.

Solution. Soit ag un élément d'un anneau principal A.

EXISTENCE, par 'absurde : si ay n’a pas de décomposition, alors ay = a;b ot a; € A* et b € A*, b
n’ayant pas non plus de décomposition (a est irréductible). On construit alors proche en proche une
famille (a, ),y telle que an+1|an, avec a,.; et a, non associés. L'idéal (a,),cy est alors de la forme
cA, doti : il existe N € N tel que ¢ € (ay,)nefo,ny, donc aN|c|aN+1 : absurde, car ay et ay,1 ne sont pas
associés.
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UNICITE : Pour chaque élément irréductible p, (p) est maximal, car si (p) C (a) C A, alors p = ab
pour un b € A, et a est une unité - d’ott (a) = A - ou b est une unité - d’ou {(a) = (p). Donc par le
lemme 1, A/(p) est un corps. Si
upy ' Pn=vq1--"qm @

avec n,m > 0 et des notations évidentes, alors en supposant, sans perte de généralité, que (p;) ne
contient aucun des ({p;));efo,n] N ({q:))iefo,m] : P1 st nécessairement associé¢ a 'un des g;, car sinon,
par @ dans A/(p), la classe de zéro est non nulle. On simplifie par I’élément régulier p,, et on conclut
par élimination de proche en proche. O

-@" Lemme 3 : Anneau Factoriel —> Intégralement clos

Tout anneau factoriel est intégralement clos.

. . . . . déf .
Solution. Soit A un anneau factoriel, dont on note K le corps des fractions. Soit u =a /beK (oua
et b sont premiers entre eux) tel que :

Ut u, "4 =0

En multipliant par b" :
a"+c,_1ba" +... +coh" =0

Soit d un diviseur de b premier ou inversible. Si d est premier, d|a”, d’ou (par théoréme de Gauss)
dla : ce qui n’est pas le cas (par hypothése sur a et b). Donc d est une unité, et u € A. O

LEMMES POUR LE NULLSTELLENSATZ FAIBLE

-@'— Lemme 4 : Extension algébrique d’un corps algébriquement clos

Un corps algébriquement clos K n’a pas d’extension algébrique propre

Solution. Si a est un élément d’'une extension de corps de K algébrique sur K : P(a) = 0, pour un
polynoéme P a coefficients dans K. On conclut que a € K en utilisant le caractére scindé de P et
I'intégrité de K. O

-@'— Lemme 5 : Maximalité de <X1 — Ay, Xy — an>

Pour tous ay,...,a, €K, <X1 —dg,..., X, —an> est un idéal maximal de K[X;,...,X,]

Solution. Le noyau du morphisme d’anneaux surjectif

d_éf{ K[Xy,...,X,] — K
P(Xy,...,X,) — P(ay,...,a,)

est I'idéal <X1 —a,..., X, —an> :

e En effet : il le contient évidemment, et si P € K[X;,X,] a pour racine (a;,a,) :

P = P(X1,X5) —P(Xy,a,) + P(X;,a3)—P(aj,a;) € <X1 —a;,Xy —‘12>

= (X3—a3)Q(X1,X3) , ol QEK[Xy,X;] = (X;—a1)R(X;) , ot REK[X;,X;]

On conclut par une récurrence immédiate sur k € N*, pour K[X,,...,X;]
En factorisant ¢, il vient que K[X,...,X, ]/ (X; —ay,..., X, —a,) =K, dou <X1 —dag,..., X, — an>
est maximal.
O
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LEMMES POUR AX-GROTHENDIECK

-@" Lemme 6 : Une A-algebre B de type fini et entiere sur A est un A-module fini

Soit A un anneau commutatif. Une A-algébre B de type fini (i.e : finiment engendrée en tant
qu’algebre) et entiére sur A est un A-module fini (i.e : finiment engendré en tant que module)

Solution. Toute A-algebre B de type fini est de la forme A[x1,...,x,]:

‘ m—1 .
— Sin=1:il existe un polyndéme unitaire P Lxm > p;iX' € A[X] de degré m tel que P(x;) = 0.
i=0
m—1 . l
Donc x7' = — ZE) p;xj, et B est finiment engendré par (1, X1yeens xT_l) en tant que A-module.
1=
— Sin=2:1il existe des polyndmes unitaires P;,P, € A[X] de degrés m;, m, tels que :

P1(x1) =0, Py(x3) =0

Montrons que B est finiment engendré, en tant que A-module, par (xix] ) N .
2J(i,j)el0,m;~11x[0,my~1]

Pour tout P € B = A[x7,x5] = (A[x; )[x,], P appartient, de méme, au A[x; ]-module engendré
par (1,x2,...,x;n2_1). Or, A[x;] est engendré, en tant que A-module, par (l,xl,...,xinl_l),
donc le résultat s’ensuit.

On conclut par une récurrence immédiate sur n € N*, en montrant que le A-module B est finiment

. i i
engendré par (x Lot

I (avec des notations analogues).

)(il,,,,,in)e[[o,ml—l]] x--x[0,m,—1]
Ol

N . .
-®- Lemme 7 : COI‘pS entier sur un sous-anneau commutatif

Si B est un corps entier sur un anneau commutatif A C B, alors A est un corps.

n—1 .
Solution. Soit a € A\{0}. a~! € B, donc il existe cy,...,c,_1 €Atels que (@™ })"+ Y. c;(a™})' =0, et
i=0

n—1
Asal==> ¢a" "L O
i=0

N o .
, ., @~ Tout commence avec le constat, faussement trivial :
SCHEMA DE VERITE DE TARSKI

“Il neige” est vrai si, et seulement si il neige.

A I'aube de la création de la "théorie des modéles" : le probléme, millénaire, de la notion de vérité d’un
énoncé se pose. Tarski donne un critére caractérisant tout “prédicat de vérité” :

Pour i € N, on se donne des "ensembles de symboles" (dit langages) Z; et Z;.; 2 Z;. On se place sur
un ¥%;-systéme formel (ex : logique du premier ordre) :

— Y est appelé Langage-Objet
— %, contient (éventuellement) un prédicat de vérité “vrai;”
On se donne un :
— Y%.;.q-systéme formel, ot : &;,; contient %, et est appelé métalangage pour le langage-objet %;

— Y., contient un prédicat de vérité “vrai; ;" (n’appartenant pas a %;)
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Propriété - Schéma (Vi)]

Pour tout %;-énoncé p : p est vrai;,; ssi I;;;(p) ou : I;,;(p) est l'interprétation de p dans le
;. 1-systeme formel

(V;) caractérise les “prédicats de vérité”, pour tout prédicat appartenant a %, ,;\.%;

De quoi rend compte ce schéma de vérité
— Le schéma (V;) rend compte, selon Tarski, de notre intuition la plus élémentaire de la notion
de vérité : quelle que soit sa position philosophique, personne ne nie I'équivalence du fait que
‘Socrate est homme’ est vrai, et du fait que Socrate soit un homme.

— Tarski plonge ¢; dans un métalangage %; | contenant vrai; ; pour éviter le paradoxe du men-
teur (d@i a Pautoréférence) (ex : I'adjectif “hétérologique” est-il hétérologique ou autologique ?
/ “Cette phrase est fausse.” : faux ou vrai ?)
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