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Détermination du nombre d’Avogadro Approche déterministe / macroscopique : lois de Fick

Approche déterministe /
macroscopique : lois de Fick
Établissement de l’équation de diffusion.

Position du problème

Système : Collöıdes en suspension dans un liquide.
Référentiel : Terrestre, supposé galiléen.
Concentration : c(x , y , z , t) = c(x , t)

Figure: Diffusion de collöıdes

1ère loi de Fick

~ = −D ·
−−→
gradc
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Détermination du nombre d’Avogadro Approche déterministe / macroscopique : lois de Fick

Figure: Petit volume V entouré d’une surface S fermée

δΣ entre t et t + dt : Conservation de la matière

−
∫∫∫

V
div~ · dV Green-Ostrogradski

=

flux entrant

−
∫∫

S
~ · d~S

=
∂

∂t

∫∫∫
V

c · dV

⇒ ∂c

∂t
= − div~ (conservation locale des particules)

2ème loi de Fick : équation de diffusion

∂c

∂t
= D∆c
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Détermination du nombre d’Avogadro Approche déterministe / macroscopique : lois de Fick

Heuristique

Objectif : détermination de Na

Protocole : Deux expressions de D :

1 En fonction de paramètres connus et de
Na

I Relation d’Einstein-Stokes : D =
RT

6π ηNa r

2 En fonction d’une grandeur accessible à
l’expérience : la ”longueur
caractéristique” de diffusion.

2. Équation de la chaleur (EC) en 1D
Géométrie : Unidimensionnelle
Condition initiale : A t = 0,

c =

{
+∞ en x = 0

0 pour x 6= 0

Solution : ∀x , t : c(x , t) = 1√
4πDt

= exp
(
− x2

4Dt

)
Profil gaussien de variance

σ2 = 2Dt
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Détermination du nombre d’Avogadro Approche semi-déterministe : équation de Langevin

Approche semi-déterministe : équation
de Langevin
Introduction aux Équations Différentielles Stochastiques

Figure: Forces qui s’exercent sur un collöıde en suspension
dans le fluide

Position du problème

Système : Collöıde de masse m.
Référentiel : Terrestre, supposé galiléen.
Bilan des forces :

1 Force de viscosité ~f = −α~v
2 Résultante des impacts aléatoires des

molécules du fluide : ~W (t)
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Détermination du nombre d’Avogadro Approche semi-déterministe : équation de Langevin

PFD projeté sur (Ox) + multiplication par x :

m x(t)v̇(t) = −α x(t)v(t) + x(t)Wx(t)

Moyenne d’ensemble
=⇒ 〈xẍ〉 +

déf
= 1
τ︷︸︸︷
α

m
〈xẋ〉 =

1

m
〈x Wx〉

décorrélation
= 〈x〉 〈Wx〉︸ ︷︷ ︸

= 0

= 0

〈xẍ〉 = d
dt 〈xẋ〉 − 〈ẋ2〉

=⇒ d

dt
〈xẋ〉 +

1

τ
〈xẋ〉 = 〈ẋ2〉

=
kB T

m Th. d’équipartition de l’énergie

〈xẋ〉 = 1
2

d
dt〈x

2〉

=⇒ d2

dt2
〈x2〉 +

1

τ

d

dt
〈x2〉 =

2kBT

m
=

2RT

Nam

Déplacement carré moyen

〈x2〉 =
2RT

αNa

(
t + τ

(
e−t/τ − 1

))
t�τ
' 2RT

αNa
t

Stokes
=

2RT

6πηrNa
t
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Mouvement Brownien Approche stochastique : Einstein et Smoluchowski

Mouvement Brownien
Approche stochastique : Einstein et Smoluchowski

Figure: Marche aléatoire d’un collöıde en 1D

Marche aléatoire

Xn =
n∑

i=1
Gi avec :

Les variables aléatoires (Gi)i∈[[1,n]], sont
indépendantes identiquement
distribuées (i.i.d) à valeurs dans {−1, 1}

j 1 -1

P (Gi = j) 1
2

1
2

Table: Loi de Gi

E(Xn) = n E(G1) = 0

Var(Xn)
indépendance

= n Var(G1) = n

7 / 10



Mouvement Brownien Approche stochastique : Einstein et Smoluchowski

Loi de Xn

P (Xn = r) =

(
n

n+r
2

)
2n =

n! 2−n(n−r
2

)
!
(n+r

2

)
!︸ ︷︷ ︸

(n, r de même parité)

En effet : Si Xn = r et, disons, (G1,G2, · · · ,Gn) =(1,−1, · · · ,−1)︸ ︷︷ ︸
α chiffres 1, β chiffres -1

alors
{
α + β = n
α− β =

∑
i Gi = r

n, r � 1 : on se place sur [r1, r2]

r1 � 1, r2 = r1 + δr :

P (Xn ∈ [r1, r2]) =
∑

r ′∈[r1,r2]

P
(

Xn = r ′
)

≈ 1

2
|r2 − r1|P (Xn = r)︸ ︷︷ ︸

6= 0

Or : P (Xn = r)
Stirling∼ 2√

2πn
exp
(
− r 2

2n

)
⇒ P (Xn ∈ [r1, r2]) = 1√

2πn
exp
(
− r 2

2n

)
δr
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Mouvement Brownien Approche stochastique : Einstein et Smoluchowski

Passage au continu : A chaque pas, distance a
parcourue en une durée τ

r = x/a� 1, n = t/τ � 1 :

Loi de Xn : passage du discret au continu

En posant D
déf
=

a2

2τ
:

P (Xn ∈ [x , x + dx ]) =
1√

4πDt
exp

(
− x2

4Dt

)
︸ ︷︷ ︸

déf
=P(x ,t)

dx

Espérance et Variance : limite continue

E(Xt) =
∑

x ′∈(dx)Z
x ′ P

(
Xt = x ′

)
−→
dx → 0

+∞∫
−∞

x P (x , t) dx

= 0

σ2 =
∑

x ′∈(dx)Z
(x ′)2 P

(
Xt = x ′

)
−→
dx → 0

+∞∫
−∞

x2 P (x , t) dx

= 2Dt
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Mouvement Brownien Équation de Fokker-Planck

Équation de Fokker-Planck

Pn (r)
déf
= P (Xn = r)

Relation de récurrence

Pn+1 (r) = 1
2 (Pn (r − 1) + Pn (r − 1))

⇒ Pn+1 (r)− Pn (r)

(1)

=
1

2
(Pn (r − 1) + Pn (r − 1)− 2Pn (r))

(2)
(1) = P (x , t + τ )− P (x , t) = τ ∂P∂t + o(τ )

(2) = 1
2 (P (x − a, t) + P (x + a, t)− 2P (x , t))

= 1
2a2∂2P

∂t2 + o(a2)

Équation de Fokker-Planck (simplifiée)

1

2

∂P
∂t a, τ → 0

=
a2

2τ︸︷︷︸
déf
=D

∂2P
∂t2
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