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r—[Exercice - Fonction de Mc CARTHY }

On note g le prolongement 2-périodique a R de la restriction a [—1, 1] de | e |. On pose

a R —R
f= T =y (%) g(4kz)
k=0

Montrer que f continue mais non dérivable en aucun point.

\

Solution.
1) Continuité : la série de fonction f converge normalement, puisque |g| est majorée par 1.

2) Non-dérivabilité : Soit z € R.
Montrons que le taux d’accroissement 7, o M diverge en 0.
Il suffit d’exhiber une suite (h,,),en telle que

f(ZC—i-hn)_f(«T)

N R
On pose :
1
—— sid"x — |4"x] < 1/2,
déf 240
hy, =
1 sinon
2. 4n )
Alors :

94" (x + hn)) — g(4")
4nh,

(@ =1:

En effet, aucun entier ne se trouve dans l'intervalle ouvert d’extrémités 4"z et 4" (z + h,,) :
— Sid4"z — |4"z] < 1/2:
4"y < |4"z| +1/2 = 4" (x + h,,) = 4"+ 1/2 < |[4"x] + 1, donc

|4"2, 4™ (x + hy) | & [[472), [4"2] + 1]

— Sid"x — [4"x| > 1/2:
4"y > |4"x| +1/2 = 4"(x + h,) = 4"x — 1/2 > |4™z], donc

[4"(x + hy), 4"z & [[4"x), [4"2] + 1]

94" (x + hn)) — g(4"x)
4" hy,

Donc la pente vaut 1 en valeur absolue, par définition de g.

(b) Pour tout k > n+ 1, g(4*z) = g(4%(x + h,)) :
En effet :

k| =

—n

€ 2N, d’ot1 4*h,, est un entier pair, et le résultat découle de la 2-périodicité de g.
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9(4* (@ + hy)) — g(4*2)
hn

(c) Pour tout k € [0,n], e, € {—1,1}; =dke, it

En effet :

lintervalle ouvert d’extrémités 4*x et 4*(z + h,,) ne contient pas d’entier, sinon ce serait aussi le cas

de I'intervalle d’extrémités 4"~ *4Fy et 47 ~*4%(x + h,,), ce que (a) exclut.

94 (z + ha)) — g(4*2)
4% h,,

(d) 72(hy) = fath)=F@)] diverge en +oo :

hy
B 3\" g(4*(x + hn)) — g(4*x)
= |2 <1) B

k=0

Donc la pente vaut 1 en valeur absolue, par définition de g.

‘f(x‘+'hn)‘_ f(I)
b

(par (b))

( )’“ (4’“(:C+h;;3) — g(4kz)

I
M:

] w

by,

8 |4n|_ e
4 4

3”—Z<z)k~4’f ®

k=0

4 hn,

<§> WM @ ) = 9(40) | 1 oo
k=0

g(4* (@ + hn)) — g(4*2)
hn

WV

WV
TN TN >

0
) ‘ 94" (x + hn)) — g(4"z)
) (par (a))

WV

4k hy)) — g(4*
94 (@ + hn)) — 9(472) sont inférieures (et méme égales,

En effet : pour tout k& € [0, n—1], les pentes

4% h,,
par (c)) a 1 en valeur absolue, par définition de g.
Donc
flath) = f@)| g 871
hn, 2
3"+1
= — 00
2 n—00

Remarques

— Le (c) est absolument central ; dire la minoration ® vient du fait que :

g(a) — g(b)‘

<1
a—2b =

Va,b € R, ‘

par définition de g est vrai mais il serait malavisé de passer sous silence ce point (c),
puisqu’il sous-tend, entre autres, I’heuristique du choix de h,, et la vision "géométrique"
qui 'accompagne.

— Le point (¢) montre aussi, par contraposée, que si le "grand" intervalle ouvert d’extrémités
4"z et 4"(x + h,,) ne contient pas d’entier (ce qui implique que la pente entre 4"z et
4"(x + hy,) vaut 1 en valeur absolue), alors les "petits” intervalles ouverts d’extrémités
4n=Fgz et 47 k(x + h,) (k € [0,n — 1]) n’en contiennent pas non plus : cela n'est pas
forcément "algorithmiquement" évident, au premier abord. En effet, on peut commettre
une erreur de dichotomie, contraire 4 celle de ZENON D’ELEE %, en pensant que des entiers
parasites pourraient s’'introduire dans les "petits" intervalles, quand bien méme il n’y en
avait pas dans le "grand". Cette situation tire son impossibilité du fait que le rapport
d’homothétie qui passe du grand intervalle au petit est un inverse d’entier! C’est donc
une raison autant géométrique qu’arithmétique qui est a 'origine du phénomene.

a. https://fr.wikipedia.org/wiki/Paradoxe_de_la_dichotomie
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n k
Sommes partielles de la fonction de Mc CARTHY : S, := Z (1) g(4*e), pour n € {2,3}
k=0
2.0 T T T T T
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9 k
Somme partielle de la fonction de MC CARTHY : Sy := Z <§) g(4Fe)
k=0

Comparaison avec une série de fonction "similaire" mais dérivable

n k
La différence avec la série de fonctions dérivable? sur R : f’ e E (—) g(4%e) est flagrante.

P 16

a. par convergence normale
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n k
Somme partielle d’une fonction dérivable : S/, := Z (3> g(4Fe), pourn=2,...,10

k=0
1.2 ? ? ? ? ? 10
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