DM 1 2015/2016

Exercice - 18 : Mines (partiel) 2012 Emmanuel Schneider}

Exercice 2, en direct pour les 10 derniéres minutes :
Pour toute partie A de [[1, n], on pose w(A) = max(A) — min(A).
Calculer la moyenne M,, des w et donner un équivalent de M,, quand n tend vers +oo.

Solution. Posons : Vn € N* u,, = (2" —1)M,, : pour tout entier n > 0, u,, est la somme des diamétres des parties
de [[l,nﬂ (u1 = M1 = O,’UQ = 3M2 = 1)
Il vient : Vn € N*,
Un+2 = Un+1
—— ——
somme des diametres des parties de [1,n+2] somme des diametres des parties de [1,n+1]

+ Up+1

~——
somme des diametres des parties de [2,n+2]
_ Un
~—
ceux qu’on a comptés deux fois, i.e dans [2,n+1]

+ 2"(n + 1)
——

les parties restantes ' contenant 1 et n + 2, de diamétre n + 1

Donc :
Vn € N* upqo — 2upt1 + up = 2" (n + 1)

En posant Vk € N*, vy aef Uk11 — U, il Vient :
Vk € N* upy1 — v = 28(k 4 1)

Soit n € N*; en sommant pour k allantde 1 an :

n

kaﬂ — U = ZZ’“(I@—I— 1)

k=1 k=1
D’ou
d n
E k+1
Un+1 — V1 = — X +
N~ ~~~ dx 1
Unt2—Unt1 —u2—ur=1 = =2

d " —1

T dz {IQ z—1 L_2

_ ((n+2)z" ™ —22)(z — 1) — (2"2 — 2?)
| =

= ontly

Et, de méme, si N > 1, en sommant? pour n allant de 1 4 N :

N

N
Z Upt2 — Uptl = Z (2"+1n + 1)
n=1

n=1

1. elles sont de la forme {1, n + 1} union "une partie quelconque de [2,n + 1]" : il y en a donc [P([2,n + 1])| = 2"

2. \é/, petite erreur de logique
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Soit :
N
UN+2 — U2 2421(2”71n)+N
=1 n=
N—1
=4) (2"(n+1))+N
n=0
N—1
=4) (2*(n+1))+N+4
n=1
=4x 2NN - 1)+ N+4=2N2(N-1)+N+4
et:
VN>3WN:2WN—3%+N+3 (valable aussi pour N=1 et N=2)
Donc 2, par définition de u :
. 2"(n—3)+n+3 2n
VYn € N*,M,, = B —n—3+2n_1ngoon
Simulation python :
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
def moyennes_diametres (m) :
Y=1[]
X = range (1,m+1)
diametres = []
for n in X:
for i in range (2+x(n-1),2%xn) :
min_courant = n-1
max_courant = 0
for j in range(n):
if (i>>j)&l == 1: # on "deplace" vers la droite de j rang la

# representation binaire de 1, puis on applique 1l’operateur
# binaire "AND" pour verifier si il y a un "1" en position j

# (position 1 = unites)

if j < min_courant
min_courant = j
elif 5 > max_courant:
max_courant = j
diametres.append (max_courant — min_courant)

Y.append (sum(diametres) / (2+*n-1))

p2 = plt.plot (X,X,label='Fonction identite’)
pl plt.plot (X,Y,marker="0"’
, label=’Moyenne des diametres de P([1l,n])’
, color="red’)%
plt.title("Moyennes des diametres de 1l’ensemble des parties"
"des ensembles de la forme [1,n]")

plt.legend()
plt.show ()
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moyennes_diametres (25)

- Moyennes des diametres de I'ensemble des parties des ensembles de la forme [1,n]

— Fonction identité

eo—e Moyenne des diametres de P([1,n])

20+

2n
2 — 1

L’écart des altitudes entre la courbe bleue et la courbe rouge, qui tend vers 3, vaut exactement : 3 —

Younesse Kaddar page 3



