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Exercice - 40 - Centrale 2002]

Quel est le sous-groupe de M, (R) qu'engendrent les matrices de GL,,(R) ?

Solution. On note (H, +) « ((GL,(R)), +) le sous-groupe de (9, (R), +) engendré par les matrices de
GL,(R).
Montrons que H = 9, (R) :
— H c M, (R) est clair.
— M, (R)CH:
En effet : Si
a
C )
M, (R) 5 AL -
()
an
alors, sans perte de généralité !, si a1, as,-- - ,a, sont nuls et a, 1, a,42,- - ,a, sont non nuls :
1 0 cee e . 0 -1
' 5 0
0) ()
H=(GL,(R))>A=|: 1 o+ -1
(7"‘) Qrs1 : : (O) Grg1
2 : : 2
0
5 \o 0%
€GL, (R) €GL, (R)

Exercice - 41 - Centrale 2008}

uel est le sous-espace vectoriel de 91,,(R) qu’engendrent les matrices nilpotentes ?
P q g p

Solution.

On note 91, (R) 'ensemble des matrices de nilpotentes de 91,,(R), et on pose A, « {Mem,(R) | Tr(M) =0}
Montrons que (0, (R)) = A,, :

— A, est un sous-espace vectoriel de 9, (R) :
En effet :

— A, CM,(R)
—0cA,#0
— Pour tous M,N € A,,,Va e R: Tr(aM + N) = aTr(M) + Tr(N) =0, doti: aM+ N € A,

— M, (R)) CA,:
Comme A,, est un espace vectoriel, il suffira de montrer que 91,(R) C A,, :

1. une rédaction plus rigoureuse (mais inutilement lourde) consisterait a noter a;, , a,, - - ,a;,. les coefficients diagonaux nuls
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— Méthode 1 :
Par récurrence surn > 1 : H(n) : "YN € 9, (R), Tr(N) = 0" :

e Initialisation : H(1) est claire, puisque la seule matrice nilpotente de 9t; (R) est (0).

e Hérédité : Soientn € Ntelque H(n), N € 9M,,41(R). On note u 'endomorphisme canoniquement
associé a N.
Comme ? N n’est pas inversible, il existe un vecteur non nul z € Ker(u).
\ déf S
On compléte® (z) en une base B = (z,21,---,x,) de M, 11.1(R), et il existe L € My ,,(R),

N € M, (R) telles que :
0 L
M(U7B) = (O N/)
Comme u € L(R™"!) est nilpotent :
B (0 LN
0= By = (0 G

dou (N')"*1 =0, et N’ € M, (R) est nilpotente. Donc
Tr(N') = Tr(u) = Tr(M(u, B)) = 0+ Tr(N') =0

et H(n + 1) est acquis.

— Méthode 2 [Pour les 5/2] : SiN € 9, (R) : comme polynéme caractéristique X" de N est scindé,
en trigonalisant N, N est semblable & une matrice triangulaire stricte, d’ot Tr(N) = 0.

Donc M, (R) C A, et, par suite, (91,(R)) C A,,.
— A, C M.(R)) :

- -@’- Lemme
Toute matrice de trace nulle est semblable a une matrice de diagonale nulle.
En effet : Par récurrence sur n > 1 : H(n) : "Pour toute M € A,,, M est semblable a une matrice de
diagonale nulle."
e Initialisation : H(1) est claire.

e Hérédité : Soient n € N tel que H(n), M € A, ;. On note u 'endomorphisme canoniquement asso-
cié a M.

— Cas 1 : u est une homothétie de rapport A.
Alors 0 = Tr(u) = (n + 1)\, dou A =0, et u = 0.

— Cas 2 : u est n’est pas une homothétie.
Alors il existe un vecteur non nul z tel que (z, u(x)) soit libre.

On compléte (z,u(x)) en une base B . (x,u(x), 1, ,xp_1) de My41,1(R), et il existe L €
My n(R), M € M, (R) telles que :

0 L
1

M@u,B)=|0 M
0

Donc 0 = Tr(u) = Tr(M(u,B)) = 0+ Tr(M') = Tr(M'), et I'hypothése de récurrence appliquée
a M’ € A,, fournit une matrice P’ € GL,,(R) et une matrice D’ a diagonale nulle telles que
M/ — P/DI(P/)—l

2. Sinon il existerait M € 9,1 (R) telle que NM = MN = I,, 41, et 0 = OM"T! = N*HIM*+ = (NM)*+1 = I,,41, ce qui serait
absurde.
3. par le théoréme de la base incomplete
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0 L
1 0 0 1
Donc en posant P % | o etD¥ |0 D ’
0 0

M(u,B) = PDP !
D’ou, en notant Q la matrice de passage de la base canonique a la base B,
M=QM(u,B)Q™" = (QP)D(P™'Q™") = (QP)D(QP)™"

est semblable a la matrice de diagonale nulle D.

Dans tous les cas, H(n + 1) est acquis.

— Soit M € A,,.
D’apres le lemme précédent, il existe P € GL,,(R) et D € 9, (R) a diagonale nulle telles que

M = PDP!

Comme D est a diagonale nulle, D est de la forme T_ + T, ot T_ (resp. T) est triangulaire inférieure
(resp. supérieure) stricte.

Donc

(M,(R)) >M =P(T_)P~ ' +P(T,)P!

€N, (R) €M, (R)

dott A, C (M, (R)).

Donc

[ (Oa(R)) = {M € M (R) | Tr(M) = 0} |
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