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,—[Exercice - 52 : Centrale (partiel) 2004] <

Calculer

n—1
1

lim _—

n—oo ; /k(n _ k)

\ J

Solution.

-@- Lemme
1

Pour toute f € RI®! continue par morceaux et monotone : si [ f converge, alors
0

S,

n—-+oo 0

S|=

En effet® : si f est croissante?, il vient, pour
toutk € [1,n—1]:

k/n . (k+1)/n
1 ' :
[ or<i(B)< [
n n )
(k—1)/n k/n

Et en sommant pour k allantde 1an — 1 :

1-1/n 1 1
F<i i (B < [y
f (%) = n n =
F k=1 \/n
. On conclut, pour n — oo, par le théoréme des
J encadrements qui s’applique vu 1’égalité des
= limites des suites encadrantes.
O k=1 k k+1 i

a. Merci a M.Guelfi pour le beau graphe a gauche!
b. sans perte de généralité

— On pose S @fnilé
P " VE(—k)

1 1
Sp=—
E=RVE V)
1= [k " 1
== f<—> FEDA R
o\ (1 —x)
1
|
On note f; (resp. f2) la fonction? continue par morceaux :
qui vaut f| 1,9 (xesp. f|j1/2,1p) sur J0,1/2] (resp. sur sur [
]1/2,1]) et 0 sur ]1/2, 1] (resp. sur sur |0,1/2]). :
|
|
a. définie sur J0, 1] |
|
7 |
O—Q —
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1 1
Montrons que [ f; converge, i.e que lim+ J f1 existe :
0 e—0 €

En effet! :

1 1/2

veel 12, [ = [
T s
:/f
2
_ dzx
z(1—2)
iy
dzx
VSR
iy

= arcsin(0) — arcsin(2e — 1) — /2
e—0t

1
Par symétrie, de la méme maniére : [ fo = 7/2, et en appliquant le lemme aux fonctions continues par
0

morceaux et monotones fi et fs, il vient :

n—1 1
Efl(%) —+> Jfi=m/2

n—1 1
1 k
n Ja (o — fa=m/2
kzzjl ( ) n~>+ooof
Donc, comme? f = f; + fo, il vient que :
n—1
1
S, = N
— k(n _ k) n——+oo

1. fé la logique, a la fin

2. par définition de f; et fa
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3.5

1.0

Graphe de S
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Sur la Convergence des sommes de Riemann

o <

Attention, la continuité de f sur ]0,1[ n’assure pas la conver-
gence des sommes de Riemann vers son intégrale impropre,

. déf
comme le montre le contre-exemple ci-contre, avec g =z =
o _
S";(;) +cos(2)  siz €]0,1]
0 siz=0
En posant, pour tout entier n > 0 :

T «
0 =~
def
Vke[l,n—1],z, =&
’ i
déf
V/{E[[O,n—ﬂ],ﬁk :eﬂ'/Q—{Q—lwr
i ast
| gn—l
|
I les sommes de Riemann
|
| e n 4 n—1 1
| ¢
G, = - 1) =(1-1/7)—
G e 6 = (S
|
: ne convergent pas vers
| !
| / g= lim [xcos(l J2)]} = cos(1) ~ 0.54030230586
e—
0
0.30 Graphe de la suite G des sommes de Riemann
osf SR S SR
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[Pour les 5/2] Sur le Théoréme de Dini :

En posant
def 1— 2 1
Vn > 2,6, =10,1/3] = R, e
10,1/3] n kZ::l \/k(172e)(1 . k(1725))

n n

la question se rameéne a un probleme de permutation de limites“, pour la résolution duquel 'apparente
croissance de (¢n),,>, peut nous inviter a tenter d’appliquer le théoréme de DINI

Graphe de phi_n, pourn =2, ..., 10 10

phi_n(epsilon)

; ‘ ‘ ; ; ; ;
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40
epsilon

Graphe de phi_n, pourn =2, ..., 100

phi_n(epsilon)

0.0 I I I I I I
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40

epsilon

Mais - a I'instar du souci qu’on a eu avec les sommes de Riemann - la non compacité de 'espace de départ
est prompte a nous refroidir... @

. . 2. .
“ 1By 25, 09 = o, g, Onl9
N————

1—e =S,
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