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Quel est le nombre des racines réelles de nXn − Xn−1 − · · · − X − 1 ?

Exercice - 39 - ENS Ulm  - 

Solution. On pose P
déf
= nXn −

n−1∑

k=0

Xk.

1 est clairement une racine réelle de P.

Soit x ∈ R\{1}.

P(x) = 0

⇐⇒ nxn =
xn − 1

x − 1

⇐⇒ nxn+1 − (n + 1)xn + 1 = 0

En notant f
déf
= R\{1} → R, t 7→ ntn+1 − (n + 1)tn + 1, f est dérivable (car polynomiale) sur R\{1}, et

f ′ = R\{1} → R, t 7→ n(n + 1)tn−1(t − 1).
L’étude du signe de f ′ sur les intervalles ] − ∞, 1[ et ]1, +∞[ montre que :

— Si n est impair : P a une seule racine réelle (1).

— Si n est pair : P a deux racines réelles (1 et une racine
strictement négative).
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