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Quelgues exemples

1.
o4
a/21b/1
()
En posant :
* Q= {q}
e X< {a,b}

e SE(N,+,x,0,1)
A(q0) = v(q0) =1
14(qo, @, go) = 2
(o, b, q0) £ 1

on vérifie de maniére immédiate que :

) (w) = 2"

2.

Soit A € (Q, 4, B, gy, ®, ®, m, p) un automate séquentiel.

En s’inspirant de I'exemple vu en TD sur le demi-anneau (P(X*), U, -,0, {e}), en posant :

e Q'EQ
« YEY
o §'E(P(Z),U,-,0,{c})

N(g) & { {m(q)} si m(q) est défini

() sinon

+(q) & { {7(q)} si(q) est défini

( sinon

c qg®a}siqg—2, q est une transition de A
u(q,a,Q’)g{é D =
sinon

alors

{[A]l(w)} si [A]] (w) est défini

() sinon

14 (w) = {
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Ko/
a/q0®a a/q_1®a a,b/q2®a,q2®b
m(q_0) q.0 b/q0®Db a1 b/q 1®b q.2 y(q_2) >
N(%
'dl
%)
a/{q_0®a} a/{q_l ®a}
a,b/{q 2®a},{q 2®b}
{m(q_0)} €0 b/{q 0®b} b/{q_1®b}

a2y

Donc avec le demi-anneau S, [[.A']] est une fonction totale qui est en bijection immédiate avec [.A] sur le domaine de définition de [.A].
Mais on veut I’égalité : on va donc modifier le demi-anneau, tout en restant aussi proche que possible de I’exemple précédent.

On introduit deux nouveaux symboles | et T dénotant respectivement un élément neutre (absorbant pour la deuxiéme loi) et un élément
absorbant pour la premiére loi, et on pose :

S’ (X U{L, T} +,-,L,e)
ou

e + est définie, pour tous w # w' € X*, de la maniére suivante :

+ (") w w' 1 T
w w 0 w -
w T w' ! T

' T
T T

e . est la concaténation des mots, prolongée par : Vw € X,
ow-1l=1L-w=_1
ow- -l =T -w=T
o |- T=T-1L=1

On vérifie que S’ est bien un demi-anneau :

1. (X" U{L, T}, +, L) est bien un monoide commutatif
o + est associative : pour tous z,y,z € X* U {L, T}:
» Sizr=Touy=Touz=T:

z+(y+z)=T=(z+y +2
= Sinonsiz = 1 :
z+@y+tz)=ytz=(z+y) +2
» Sinonsiy= 1:
z+ytz)=z+z=(z+y) +2
= Sinonsiz= 1:
z+ytz)=z+ty=(z+y +z
= Sinonsix =y = z:
z+(y+z)=z=(x+y +z

= Sinon :




z+y+tz)=T=(+y +2
o + est commutative (le tableau est symétrique) et d’élément neutre |

2. (X7, -, €) est un monoide :
o - est associative : pour tous z,y,z € X* U {1, T}:
» Siz=louy=louz=1:

z-(y-2)=L=(z-9) 2
» Sinonsiz = Touy=Touz=T:
z-(y-2)=T=(z-y) 2
= Sinon (associativité de la concaténation pour les mots) :
T-(y-z)=(r-y) 2
o - apour élément neutre €

3. - est distributive par rapport & + : pour tous ,y,z € X* U{L, T}:
o Six=_1:

l-(y+z)=L=1-y+1L-z
(y+2)-L=1l=y-L+2z-1L

o Sinonsiy=2z= 1:

z-(y+z)=Ll=z-y+x-z
(y+z2)-z=1l=y-z+z-z

o Sinonsiz = T :

T-(y+2)=T=T-y+7T-2
(y+2) - T=T=y-T+2z-T

car I'un des deux derniers termes (a droite) vaut T
o Sinonsiy=zouz= 1:

o Sinonsiy = 1:
o Sinon(x € X', y,z€ X*U{T}ety+#2):

4. | est absorbant pour -

Il s’ensuit qu’en posant :

e Q¥Q
« Y ¥y
e S'E(U{L, T} +,-,L,e)

i ¢fini
N(g) & m(q) si m(q) est dé
(9) { 1 sinon

+(q) & {'y(q) si v(q) est défini

1 sinon

def { (g®a)siq = q' est une transition de A

!
p(g,a,q) € | sinon

alors

[A'] (w) & { [A] (w) si [A] (w) est défini

| sinon

(la démonstration est analogue a ce qu’on a vu en TD : on le vérifie de maniére immédiate, puisque _L est absorbant, et qu’on n’a qu’un seul
chemin au plus dans A acceptant w, par déterminisme de la fonction séquentielle)



o
a/q0®a a/q_1®a a,b/q 2®a,q2®b
m(q_0) 0 b/q0®b q 1 b/q_1®b q.2 7(q_2)
N
d!
a/q0®a
a,b/q 2®a,q 2®b
m(q_0) b/q0®b
0
- 7(q.2)
AL (X,Q,6,1,F)
Ko/

N2
dl
a,b/1
a,b/1
q.0 al/l q 1 b/1 ‘
En posant :
° Q/défQ
« Y E XY

e §'¥(N,+,x,0,1)

alors

:){Cdéf il
~~

0 sinon

A\ () def { 1 si g est initial

¥ (q) €

©(g,a,q

[AD(w) &

0 sinon

0 sinon

el

daf { 1 si g est final

,)d_ef{lsiq’eé(q,a)

1x..-x1
—_——

v1 600 o .
\ql/HA B2 HAnq\”;l n+1 fois

€F

el

ﬁlq2 S e

>ﬁ” dnt1 | @ € Q}‘
~—
cF

= ){C’ chemin acceptant étiqueté par w}‘

= pa(w)




4.

On note S le demi-anneau produit {2, i, 2, Q}! (non commutatify muni des lois :

x () 9 i ? Q
9 i i = )
S i i i )
? i ? Q
Q Q Q Q Q
+ () ¢ 54 ? Q
9 9 ¥ - =
o 9 = i i
? 9 =4 ? ?
Q $ i ? Q

définies composante par composante, ou :

e ¢ sera interprété comme “la variable est vivante”
e i sera interprété comme “la variable est morte”
o ? sera interprété comme “la variable est dans un état indéterminé”
e N est un élément neutre (pour +) absorbant rajouté artificiellement

NB : Par abus de notation, on notera de la méme maniére les lois définies sur {9, %, ? , Q} et les lois produit correspondantes sur
{8, %, 7,9}V

On vérifie bien que

e (5, 4) est un monoide commutatif d’élément neutre Q
e (.5, x) est un monoide d’élément neutre ?
e X est distributive par rapport a + :
o il suffit de le vérifier composante par composante : pour tous z, y, z € {?, &, ? ,Q}:
» Siz =Q:
QX (Y+2)=0=0+=Qxy+8xz
(Y+2) xQ=0=0+=yxQ+2xX

= Sinonsiz = ?:
?x(y+2)=y+z=? xy+ ? xz
(y+2)x ?=y+z=yx ? +z2x ?
= Sinonsiy =z=Q:
zX(Y+2)=Q=zxXy+xXxz
(yt+2)xz=Q=yXz+zxz
= Sinon :

zX(Yy+z)=xz=zXy+zxz
(y+2)Xz=y+z=yxXxzx+zxz
¢ X est absorbant
e S est borné idempotent :

o + estidempotent
o Comme Q L ? C & C %, .S ne contient aucune chaine infinie décroissante non stationnaire.

Donc S est un demi-anneau borné idempotent.
Onpose G' € (Q, X, S, \, i,7), ol

e L’ensemble des états () est 'ensemble des sommets de G
« SEL(V)
o SE (e, 2,0V, +, x,8, 7)

Dans la suite, on notera x1, . . ., &, les variables de V, et on indicera les vecteurs par ¢ pour dénoter leur coordonnée selon x;.



Pourtouse € I(V),q,q' € Q,i € [[1,n] :
Mg E(2,...,7)

def (Q,...,@)Siq:qu
’Y(Q)_{(?,..., ?) sinon

¢ sig —¢ ¢’ est une aréte de G
et e est de la forme
ife’'(V')ouy:=¢€'(V')avecye V,z; € V'

w(g, e, q ) € J sinon si ¢ —¢ ¢’ est une aréte de G
et e est de la forme
z;:=e'(V')avec V' CV

~

[ ¢ sinon

Pour tout chemin

Cdéf q,]l _>6]'1 qu —>ej2 . e —>ejm 1 q]m déf Qf

montrons que la projection sur la i-éme composante de ||C|| permet de déterminer I'état de la variable x;

e Cas 1:Sipourtoutk € [1,m — 1], z; n’apparait pas dans e;, :
alors x; est morte dans C), et :

m—1

HCH = )‘(qh) H :U’(qjm ) qjk+1)7(qf)

Eol

donc on a bien ||C||; = *

e Cas 2: Sinon, on note [ le plus entier de [[1, m — 1] tel que x; apparait dans e; : autrement dit, e;, est la premiére instruction du

chemin C' ol apparait x;

o Sous-Cas 1:siej estdelaformeif e’ (V')ouy:=e'(V'),avecy € V,z; € V' :alors x; est vivante dans C, et :

i m—1
ICI: = | Mg |1 M(ij,ejkaqg'kﬂ)“r(Qf)]

Eo

g

k=1 v k=1+1
) = (?a"‘7 ?)
_?
T -1 ) m—1
- (?a"'? ?) (??"'7 ?) l"l’(qjl78jl7qjl+l) H /‘l'(qjk7ejk7qjk+1)(i@;7"’
i k=1 ; i LE=i
_ %
[ il
- /'L(an €y qjl+1) /J'(qjlﬂ € qjk+1) ({:Q; T <‘;:’i)
| ; LE=l+1" ~~ -~ .
A\ ~~ J #@
_ %Z A ~~ g

#Q
=¥

o Sous-Cas 2 : si e, est de la forme z; := e'(V’), avec V' C V : alors x; est morte dans C, et :

[ m—1
ICl: = | Mg;) T wlgi e qjkﬂ)v(qf)]

=1

<(?7°"7 ?) 1l (?7'”7 ?)>] [:U’(anejn%'m)]
| k=1 i .

7
- 7
-~

Eol

k=l+1

= &

(%> €> Gi) (-

-

I
3]
—
3
(=
3]
L

#Q

£8

Dans tous les cas, le résultat est acquis.

i -1 m—1
= (( [{anan ) y(ijaejkankH)) (@i €5 @) T #(gr €50s G ) (55 - 7>)]
0

m—1
1T #(gio e g ) (5o, )

(associativité)




Pour tout sommet g € (Q, montrons que la projection sur la 2-éme composante de

lqll = > ej|

C chemin partant de g
permet de déterminer I’état de la variable x;
Supposons qu’il existe un chemin C de q vers gy ou x; est vivante.

Alors par commutativité de + :

lgll: = IC]l: + >, 1]}

v C'"+C chemin partant de ¢

=
et le résultat est acquis.

Réciproquement, s’il n’existe aucun chemin de g vers gy ou x; est vivante : alors on ne peut pas avoir Hq||l = ¢ puisque
+({&, 7,8} C {&, ?,8}, donc une somme d’éléments différents de ¢ est différente de 2.

Il vient donc que, pour tout sommet g et chemin C, les variables vivantes de ||g|| et de ||C|| sont celles dont la coordonnée vaut .

5.

En se basant pour les observations faites précédemment, il apparait que pour toute variable x; et pour tout état q :

1. x; est vivante dans ¢ si et seulement si il existe un chemin

& o ¢ g, €y s —3Cim g, M
q_qu > qu » 2 ! 1qu_qf

tel qu’en notant [ le plus entier de [[1,m — 1] tel que x; apparait dans e;, (i.e. ej, est la premiére instruction du chemin ou apparait x;),
e;, est de la forme

ife'(V)ouy:=¢e'(V')
avecy € V,x; € V'

2. x; est morte dans ¢ si et seulement si elle n’est pas vivante dans q et
o il existe un chemin

def @5 €; €;j def
¢= gy — g % g, gy

tel que la premiére instruction du chemin ou apparait x; est de la forme
z;:=¢e'(V')

avec V' CV
ou
o x; n’apparait dans aucun chemin de q a gy

Si on veut que ||g||; indique I’état de la variable z; dans I'état g, chaque transition ¢ —¢, ¢’ doit donc vérifier les propriétés suivantes :

1. Pg;(q — q’,i) :
si ||q||;: # ¢ et e est de la forme

ife'(V)ouy:=¢e'(V')

avecy € V,x; € V', alors

lall =
2 Pu(a—5 )
si ||q||; # ¢ et e est de la forme
e )
avec V' C V, alors
Jall =

3. Pr(q—¢ ¢,i):
si||q||: # Y ou ||¢'||; # ¢ et z; n’apparait pas dans e, alors

lqlls = llq'[ls



On vérifie aussi que ces conditions sont suffisantes, d’apres les observations précédentes.

De fait, la correction de I'algorithme suivant s’ensuit :

Initialiser tous les ||q||_1i a =
Pour chaque x_i:

Tant qu'il existe un transition t € (g1 —”e q') qui ne vérifie pas P_? (t,i) ou P_t(t,i):
mettre ||q]|_1i ou ||q']||_1 a *t pour vérifier la condition

NB : comme, a chaque étape de I'algorithme, les ||q|}, valent soit &, soit ¢ : les conditions P, (q —>‘é q, z) sont toujours vérifiées, donc il
est inutile d’en faire mention dans la boucle interne.

Terminaison

L’algorithme termine clairement, car

o toute transition t £ ¢ —¢, ¢’ telle que ||q||; = ¥ vérifie Py (t, 1)

e toute transition t £ ¢ —¢, ¢’ telle que ||q||; = ||q||; € {%, %} vérifie P7(t, 1)

et chaque ||q||Z ne peut étre modifié (pour se voir attribuer la valeur %) gu’au plus une fois dans la boucle principale.

Complexité

Dans le pire des cas, il faudra modifier chacun des ||q i» pour tous g, 7 : et a chaque modification, on cherche une transition qui transgresse

une des trois propriétés (en temps O(|d|m) ol § est 'ensemble des transitions et m la taille maximale des instructions e € I(V')) donc
la complexité de I'algorithme est en
O(|V1|Ql|6m)
ou

e () est 'ensemble des états
* { est I'ensemble des transitions
 m est la taille maximale d’une instruction de I (V)

NB : en fait, on ne modifiera jamais les HQsz puisqu’il n’y a pas de transition sortante de gy, mais on ne cherche pas a étre aussi précis.

Exemple :

X =0

y = x+1

if x ==
X 1= X+y
goto line 2

@ X := e(D) @ y :=e'(x)

(V)= {x =e(0), y:=¢€'(x), ife""(x), if ~e"(x), x:=e""(x, y)}

def def
Onposex1 =z, 22 =y

e |nitialisation :

q e

a (&, &)
@ (¥, ®)
as (¥, )
as (¥, ¥)



X :=e(D)

o I, =2x:
o La transition go —f 7¢"(®) g; ne vérifie pas la propriété P :

X :=e(Jd)

o Latransition g3 —* "~ e (xy) g2 ne vérifie pas la propriété P :

X :=e(D)

o Latransition ¢y —Y '~ e'(x) g2 ne vérifie pas la propriété P, :

X 1= e(9D)

oI, =1y
o La transition g3 —* =" (%) g, ne vérifie pas la propriété P, :

X :=e()

o La transition g . g3 ne vérifie pas la propriété Py :



if = e"(x)

X :=e(@) if e"(x)

X :=e(D)

o La transition g —,ife(x) gs ne vérifie pas la propriété Py :

Sortie :
q Il
Qo (&, &)
1 (%, ®)
a2 (%, %)
a3 (%, %)
a (¥, %)

Proprietés de cloture

6.

Soient f : X* — S une fonction reconnue par un automate pondéré A £ (Q, X, S, \, 1,7), et h : S — S’ un morphisme.

Alors en posant :

A= (Q, 2,8, X, 1, 7)

e NEhol
o'}/défho'y
.Mldéfholj,

il vient immédiatement (avec la notation matricielle) que pour tout mot w :

[A[l (w ) (w
)( )(ho79)

/—\v

> =2

o
vt

puisque h respecte les lois de S

Donc

si f est reconnaissable et si h est un morphisme, h( f) est reconnaissable.

5.

Soient f : X' ——> Set g: > — § deux fonctions reconnues respectivement par des automates pondérés Af et Ag.
Alors 'automate union Af+g obtenu en juxtaposant (en mettant “cote a cote”) les automates Af et Ag reconnait f + g.

En effet, pour tout mot w (avec la notation matricielle et des notations évidentes) :



(f + 9)(w) = f(w) + g(w)

= [[Afll (w) + [Agll (w)
= Apep (W) + Agpg (W),

et d’apres la sémantique des automates pondérés, )\f,uf(w)vf + )\g,u,g(w)'yg est le poids de w dans I'automate union (la somme des

sommes des poids de tous les chemins étiquetés par w dans chacun des automates égale la somme des sommes des poids de tous les

chemins étiquetés par w dans I’automate union, par définition de I’automate union).

Donc

si f et g sont reconnaissables, f + g I'est aussi.

6.

Soient f : * — Setg: X" — S deux fonctions reconnues respectivement par des automates pondérés Aget Ag, et (S,+, X) un

demi-anneau commutatif.

Rappels sur le produit de Kronecker & :

Si A € M, n(S) et B e M, ,(S) :

a11b11

/ a11ba1

allbpl

am1bi1

am1b21

\ amibpl

a11b12

a11b22

ai bp2

am1bia

Am1b22

am1 bp2

a1 B
A®B¥ :
a1 B
allblq

a11bag

a'llbpq

am1 blq

am1 b2q

am1 bpq

On a montré en prépa (il suffit de faire le calcul) que :

Propriété du produit mixte :

alnB

aynB
a1nbl1 alnb12

a1nb21 a1nb22

alnbpl alnpr

CLmnbll amnb12

Qmn b21 amnb22

Amn bpl amnbp2

alnblq

alnb2q \

alnbpq

amnblq

Qmn, b2q

Gunbpg )

Si A, B, C, D sont des matrices a coefficients dans un demi-anneau commutatif, sous réserve de compatibilité des tailles :

Montrons que f X g est reconnaissable.

(A® B)(C® D) = (AC) ® (BD)

On note n (resp. m) le nombre d’états de .Af (resp. Ay).

Avec la notation matricielle (et des notations évidentes), pour tout mot w :

(f x g)(w) = f(w) x g(w)

N =
es es

= f(w) ® g(w)

N—— N——~
es es

= (Aspp(w)yy) ® (Agpr,(w),)
= (Ar @A) (1p(w) ® py(w)) (v; ® )

/ )\f,l )\971 \
Af1Agm

)‘f,n )‘g,l

\ A f,n.Ag,m )
= [[AfXg]] (w)

M1 (w)ﬂg(w)

7 1 (0, (20)

Hgin (w)lu’g(w)

b () 1 10)

( V171 \

Y1 Ygm

I ’

YnYg1

’

\ Vi Vgm )

(les éléments de S sont vus comme des matr.

(produit mixte, car S est commutatif)



en posant
Apg 2 (Q, 2,8, N, 1, 7)
ou
e QEQrxQ,
* Vg€ Qd €Qp N((g,9)) E Ar(@) X Ng(q)

* Vg€ Qs qd €Qq Y((a,4)) = (a) x7,(d)

Va € X, q1,q € Qy,4q;,9; € Q,
w((q1,q1), (g2, 85)) = pylqr, a,q2) ¥ py(ay,a,qp)

Donc

si f et g sont reconnaissables et si S est commutatif, f X g est reconnaissable.

8.

L’hypothése de commutativité de .S est cruciale : le résultat précédent n’est pas vrai dans le cas général.

Contre-exemple

On se place sur le demi-anneau non commutatif S < (P(X*), U, -,0, {e}) et sur lalphabet X £ {a, b}.

La fonction f définie sur tout mot w € X par

f(w) = {w}

est clairement reconnaissable.
Mais ce n’est pas le cas de f x f £ w — {w} - {w} = {w’}.

Par I'absurde, si A £ (Q, X, S, \, u,7y) & N £ |Q| états reconnaissait f x f : on obtiendrait une contradiction en imitant la démonstration
du lemme de pompage pour les automates finis.

N+1b)

En effet : le chemin acceptant g;, —“ q;, —° - - - b q;, €étiqueté par Gty (il est unique car f2 (a est un singleton) passerait

~—~
eF

nécessairement deux fois par le méme état g;, = qj, (disons que k < k) lors de la lecture des N + 1 premiéres lettres, et il existerait deux
entiersr > 1,1 > 0 tels que

e k+l+r=N+1
e le méme chemin ot on a bouclé n fois sur g;, —% - -+ —% qj,.. , —* gj,,, = q;, serait étiqueté par a*(a")"a'b

Or:

O f2(aN+1b) — {aN+1baN+1b}

o f%(a*(a")"alb) = {a*(a")"a'ba*(a")"alb} = {uv"w}
o ol uvw = a?N+)

on obtient un contradiction pour n assez grand :

e soit a cause du nombre de b si v contient la lettre b
¢ soit, si v ne contient pas la lettre b, en considérant les facteurs a gauche et a droite du b central (qui doivent étre égaux dans
a*(a")"a'ba*(a")"a'b, mais qui ne peuvent pas I'étre dans uv™w si v ne contient pas la lettre b)

On a donc montré que :

Si S n’est pas commutatif, et f et g sont reconnaissables, f X g n’est pas nécessairement reconnaissable.



