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. Automates a pile déterministes

Exercice 1

1.

Ly & {w$w® | w € {a,b}*}
Pour abréger les notations, x dénotera un élément quelconque de I'alphabet de pile { A, B, 1 }.
L’automate & pile @7, (tel que X' < {a,b,$}, '€ {4, B, 1 }) suivant :

a, x/xA | b, x/xB b,B/ela, Ale

e, l/e

reconnait Ly,;.

* en effet:
o on voit aisément que tout mot de L,,; est reconnu par ,pral
o et réciproquement : siw' € {a, b, $}* est reconnu par @7, alors il existe y € I™ tel que :

w
q0, 1 — o qf, 7y

Or, la seule transition allant en gy est (g1, L, €, gy, €), ou L est le fond de pile. Donc y = «.
On peut ensuite remarquer qu’au cours de I’exécution de .pral sur w', le nombre de transitions effectuées de qg a
qo est égal au nombre de transitions de ¢; a q;.
= en effet : toutes les transitions de I'état g, dans lui-méme ajoutent un symbole sur la pile, la transition de gy a
q1 laisse la pile inchangée, et toutes les transitions de ¢g; dans lui-méme suppriment un symbole la pile.
Comme la pile est initialisée avec le fond de pile _L, lequel est supprimé de g; a g, le résultat s’ensuit.
Il vient donc, par définition de 7,,;, que

w
9o, 1 — qf, Y

est de la forme :

(] (1) w;
QO7J— —ro 40,1 —o " —r o 40,7; \

$

—o Q,7;

Wi+1 Wi+2 Wa;

Sy Y, —w o —wa, v, | ®
~—
=1

€

—r o 4f,€ /

ou Vj,w; € {a,b}
Montrons que w'’ est de la forme :

ww’
ouw € {a,b}*, par induction sur la taille (impaire) de w’'.

= si|w'| =1 :alors w' = $ nécessairement, et le résultat est acquis.

= siw Zwy - wSwig - wyy (UG > 1AV, wj € {a,b}, par ®) et |[w| > 1:
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Par ®, et comme les transitions de gy dans lui-méme ne font qu’ajouter un symbole au-dessus du sommet de
la pile, et les transitions de ¢; dans lui-méme ne font que supprimer le symbole de sommet de pile, on a :

wo ws w;
0L —w @0, —a v @0, \

$

—r o q1,§;

Wi+1 / Wi42 Wai—1

e @, vy —aq, G | ®®
~—~
=1L

€

—ra 4f,€

(avec wy - - - w;, w;q - - - Wy;—1 €ventuellement vides) : le premier symbole ajouté sur la pile est le dernier
enlevé.
Donc wy - - - w;Swj 11 - - - wei—1 € L(y), et par hypothése d’induction :

Wity -~ W24-1 = (w2 T wi)R

Supposons maintenant que wy; = a. Par définition de szpal, A est le premier symbole ajouté (au-dessus du
fond de pile) : par ®, il apparait donc (d’apres les considérations précédentes) qu’il a été enlevé par la

transition
Wa;
91,%,1 —o q1, ’Yi
~~
=1
d’ou, par construction de ,sz%pal :
W2; = a

On montre de méme que si w; = b, wy; = b, donc dans tous les cas : w; = wy;, et :

w' & wywy - - - wi$(wy - - w;) Mwy; = wiws - wiS(wy - - - wi) Fwy

_ R
= wiws - - - w; S (wyws - - - wy;)
et le résultat est acquis.

En outre, on vérifie aisément que 7, est déterministe, donc :

Lpa £ {w$w? | w € {a,b}*} est déterministe.

2.

Ly, = {w$(h(w))"® | w e Z7}

Pour abréger les notations, x dénotera un élément quelconque de I'alphabet de pile X' U { L }.

On pose
"Q{pal = <{q0a q1, Qf}7 YuAu {$}7 2y {J—} a(sa q0, J—7 {Qf}>
alphabe;rd’entrée alphab;g de pile
ou:

¢ = {(90,2,a,90,za) | a € T}
U{(go,z,%,q1,2)}
U{(q1,a,h(a),q,¢€) | ac X}
U{(q1, L,€,qz,€)}

YacX : a, x/xa YacX : h(a), ale

reconnait L.

* eneffet:
o on voit aisément que tout mot de L,,; est reconnu par ,pral
o et réciproquement :siw’ € YU AU {$} est reconnu par ,;zfpal, on montre de la méme maniere que dans la
question précédente qu’on a:



w
q0, 1 — o qf, €

Et que qqp, L i)ﬂ gy, € est de la forme :

wy wa W
g, L —w 90,71 —a 0 —a 90, \
$
—rw 1,7
Wi+1 Wi4-2 wa;
@Y, —w o —w a7 | ®
~~
=1
g
— o 4f,€ )

ou Vj,w; € YUA
Montrons que w’ est de la forme :

w$(h(w))"

ouw € X, par induction sur la taille (impaire) de w'.
= si|w'| = 1:alors w' = $§ nécessairement, et le résultat est acquis.
= siw Zaw e wSwig - wy (0L > 1AV, w; € XU A, par ®) et |w| > 1:
Par ®, et comme les transitions de gy dans lui-méme ne font qu’ajouter un symbole au-dessus du sommet de
la pile, et les transitions de ¢; dans lui-méme ne font que supprimer le symbole de sommet de pile, on montre

exactement de la méme maniére que dans la question précédente (avec I’hypothése d’induction) que :

Witq « - Wp—1 = (h(’wz T 'wz‘))R

def

» SiwiEacX:
Par définition de szfpal, a € X est le premier symbole ajouté (au-dessus du fond de pile) : par ®, il apparait
donc qu’il a été enlevé par la transition
W2;
Q1a7;_1 — o/ 41, ’Y;

~~
=

Dans 4, la seule transition allant de g; dans ¢ et qui remplace a € X par ¢ est (q1, a, h(a), g1, €). Donc :
Wo; — h(a) = h('wl)
Par suite :

w = wiws - wi$(h(ws - wi))szi
= aws - - w;$(h(wa - - - w;)) Bh(w1)
= wiws - - w;i$(h(w1)h(ws - - - w;))®

R

= wiws - - - wi$(h(wiws - - - wy)) (car h est un morphisme)

= Siw; dde A:
Dans J, les seules transitions qui étiquetées par des lettres (de I'alphabet d’entrée) appartenant a A vont
de g1 a qi.
Donc la transition

w1
qo0, 1 —a 40,1
ne peut pas avoir lieu, ce qui contredit ®. Ce cas est donc exclus.
Dans tous les cas, le résultat est acquis.

En outre, ,pral est déterministe, puisque :
1. La seule e-transition est (g1, L, €, g¢, €), et il n’existe aucune autre transition depuis g;, L

2. Pourtous q € {qo,q1,97},2€ XYU{L} ,be XU AU{S$}, il existe au plus une transition depuis g, z en lisant b :

—— ————
alphabet de pile alphabet d’entrée

o Sig=qo:
= sib € X': La seule transition applicable est (qo, 2, b, qo, 2b).
= sib € Aoub=$:aucune transition n’est applicable.
o Sig=aq:
= sib € X : aucune transition n’est applicable.
= sibe A:siz € Yetb= h(z),laseule transition applicable est (q1, 2, h(z), g1, €).
Sinon : aucune transition n’est applicable.
» sib = $: la seule transition applicable est I’e-transition précédemment citée



o Si g = gy : aucune transition n’est applicable.

On a donc montré que

Ly, € {w$(h(w))? | w € XT} est déterministe.

3.

Soit L un langage régulier. Montrons qu’il est déterministe hors-contexte.
L est reconnu par un automate

AL (Q,X,6,q, F)
qu’on peut supposer déterministe et sans c-transition, quitte a le déterminiser (avec I'automate des parties par exemple).
L’idée est cet automate peut étre vu comme un automate a pile qui n’utilise pas sa pile : si on pose

ppa = (Q, 2, {1},0',q0, L, F)
avec
i< {(¢,L,a,¢, 1) (g,a,9") €8}

On vérifie aisément que :

» [’automate 2/ et I'automate a pile &/pp 4 reconnaissent le méme langage (i.e L)
en effet : tout mot reconnu par 27 est clairement reconnu par &/pp 4, €t réciproquement, puisque la pile de &/pp, 4 reste
inchangée.

» [’automate 2/pp, 4 hérite du déterminisme de < -
en effet : Pour tous (g, z = 1,b) € Q@ x {L} x X, le déterminisme de /implique qu’il existe au plus une transition de
la forme (g, b, q') (ou ¢’ € Q) dans J; donc, par construction de &', il existe au plus une transition de la forme
(g,2,b,q') (0Uq' € Q)dans ¢
Par ailleurs, il n’existe pas d’e-transition.

On a donc montré que

Tout langage régulier est déterministe hors-contexte.

Exercice 2

Soit L un langage hors-contexte.
Montrons que

il existe un DPDA A £ (Q, X, T, 8, qo, 29) tel que L = N(A) si, et seulement si L est déterministe et préfixe.

—

Supposons qu’il existe un DPDA A £ (Q, X, I, §, qo, 20) tel que L = N(.A).

Montrons que L est déterministe et préfixe.

L est déterministe

On construit, de la méme maniere que dans le cours, I'Tautomate a pile suivant :

A" E(QU{gs}, X, Tu{L},d,q0, L2, {gr})
ou

5ldéf(su{(Q7J—7€)Qf7€) | QEF}


http://younesse.net/Langages-formels/Cours5/#acceptance-par-pile-vide

ﬂl

NB : on rajoute un nouveau fond de pile _L, et pour chaque g € @ tel que la pile est “vide” (avec notre nouveau fond), on

ajoute I'e-transition q, L i> qs, €
On a démontré en cours que
L(A") = N(A)
De plus, A’ est clairement déterministe, puisque pour tous (g,2)) € Q U {g;} x I'U {1} :

* siq = gy : aucune transition ne part de g
e sinon,siq € Q :
o siz € I': les transitions partant de (g, z) sont celles de A, qui est déterministe.
o siz= L :laseule transition qui part de (g, L) est I'e-transition (q, L, ,qs,€) € &

Donc L est déterministe.

L est préfixe

Si n’était pas le cas, il existerait un mot w £ w; Wy € L avec wy € L.
~~
de longueur >1

Par conséquent, comme L = N(A), il existerait q1, g1, g2 € Q tels que :

w1

90,20 — A q1,€ (carw; € L)

w1 w2
90,20 —A 9, — T4 @€ (carwy € L et |wy| > 0)

Mais alors le déterminisme de A impliquerait :

Et

91,6 — " A G2, €
devient alors absurde puisque qu’aucune transition ne peut partir de (ql, 6), car la pile est vide.

Le résultat est donc acquis.

<.

I def

Supposons qu'il existe un DPDA A" € (Q', X', I', &, q], 2, F'') reconnaissant L et que L est préfixe.

Montrons qu’il existe un DPDA A £ (Q, X, T', 8, qo, 29) tel que L = N(A).

Notons déja qu’on peut supprimer toutes les transitions sortant d’un état final de A’ sans changer le langage reconnu
par A’ (qui reste L) puisque L est préfixe :

En effet : montrons que pour toute exécution de la forme
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wa

w1
Q(/)az(/) — A QE:' aV,F —>+A’ Qé77,2 (avec ‘w2‘ > O)
~~
eF’

nécessairement : wywy ¢ L(A') = L.

w
Par I'absurde : si wiwy € L(A’) = L, alors comme w; € L (puisque q(’), z(’] —1>A/ q}; ,'y’F) et |w2| > 0, L ne serait pas

~~
eF’

préfixe.

Pour ne pas alourdir les notations, on note encore A' ¥ (Q', Z", I', 5/, q(’), z{), F’> I’automate obtenu en supprimant toutes
les transitions sortant d’un état final.

On construit alors, de la méme maniere que dans le cours, 'automate a pile (qui accepte par pile vide) suivant :
AE(Q U{qs}, ¥, I'U{L}, 6,4 Lz)
ou

628 U{(g,2¢,q¢) | g€ F'U{gs},ze I'U{L}}

o

’dl

NB : on rajoute un nouveau symbole de fond de pile _L, et on ajoute des e-transitions partant des anciens états finals vers
un nouvel état gy qui vide la pile.

On a démontré en cours que
N(A) =LA =L
De plus, A est déterministe, puisque pour tous (g, 2,b) € Q' LI {gs} x I' LU {L} x X:

* siq = gy : laseule transition partant de (g, 2) est I'e-transition (g, 2, €, gy, €).
e sinon,siq € Q'\F':
o siz € I' : les transitions partant de (g, z) sont celles de .A’, qui est déterministe.
o siz = 1 :aucune transition ne part de (g, L ).
e sinon,siq € F':
comme on a supprimé toutes les transitions sortant d’un état final dans A’ la seule transition qui part de (q, z) est I'e-
transition (g, 2, €, gy, €) € &

Donc le résultat est acquis.

On a donc montré que

Pour tout langage hors-contexte L, il existe un DPDA A £ (Q, X, I', §, qo, 29) tel que L = N(.A) si, et seulement si L
est déterministe et préfixe.
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Exercice 3

Comme on I’a vu en TD, 'automate o7 suivant (avec X < {a, b}, ' {A, B, 1 }) reconnait
LE {a"" | n >0} U{a"b* | n > 0}:

En effet :
Tout mot de L est clairement reconnu, et réciproquement, si w < wy « - - Wy4n € L(&) (0l les w; € {a, b}):

* soit 'exécution de .&7'sur w passe par ¢ :
Alors elle est de la forme :

w1 W, € Wm+1 Wm+n £
90, Yo — " =90 Ym ——> 9 Ym — T > A1 Yman —— @35 L
~~
=1
s " 0 s " ] . ' E
Comme I’'exécution est acceptante, elle se termine nécessairement par I'unique transition ¢, 1 — qs , L, et

~~

unique état final

la pile est dans le méme état qu’au départ (il n’y a que le fond de pile) :

7m+n - —L ®

Or:
o toutes les transitions de gy dans gy empilent un A, et seulement a la lecture de la lettre a. Donc :

Wy =" =W, =0a
1 fois

Vie [1,m], v,=1A---A (par une récurrence immédiate sur m)

o |'unique transition de q( vers g; est une e-transition qui laisse la pile inchangée
o toutes les transitions de g; dans ¢; dépilent un A, et seulement a la lecture de la lettre b. Donc, de méme (par une

récurrence immédiate sur n) :

wm+1:"':wm+n:b
m—(i—m)=2m—i fois
. ——
Vie [m+1,m+n], v=1 A--- A ® ®

o |'unique transition de g, vers g3 est une e-transition qui la pile inchangée

Comme

par ®

1L
Ymin = 4 L A---A par ® ®

2m—(m+n)=m—n fois

Il vient que m — n = 0, et

=a" = b
* soit 'exécution de .&7'sur w passe par q; :
Alors elle est de la forme :
@ Wm € Wm+1 Wm+tn €
9, Yo — =405 Vm — @20 Ym — T = @2 Vg — @351

~~
=l
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Comme I’exécution est acceptante, elle se termine nécessairement par I'unique transition g, 1 — q3 , L, et
~~

unique état final

encore une fois :
7m+n =1 ®

Or:
o On montre de méme que précédemment que :

Wy =+ =W, =a
1 fois

—
Vie [1,m], v, =L1LA---A

o |'unique transition de q; vers gy est une e-transition qui laisse la pile inchangée
o toutes les transitions de ¢» dans g5
= remplacent le haut de la pile par un B si c’est un A
ou
= dépilent le haut de la pile si c’est un B
et seulement a la lecture de la lettre b. Donc :

wm—|—1:"':wm—|—n:b
Et

Voup1 = LA™ 'B Vongo = LA™
Yints = 1A™ 2B Yisd = 1A™2

On montre ainsi par une récurrence immédiate sur n que :

. | Am-/2 si 7 est pair
1 _— ]
Vi e [[ an]]a Vm+i { J_Am_(H_l)/zB sinon ® ®
o |'unique transition de g, vers g3 est une e-transition qui la pile inchangée
Comme
Ymin = L par @
et
L g si n est pair
G {LAm—("“)/zB o i W
Il vient que n est pair et m — n/2 = 0, d’ou :
w :?1°“w@1um+1°°°wm+277j E L
::m :\erm
On a donc montré que
LE {a™" | n > 0} U{a"b™ | n > 0} est algébrique.
a).
Soitw € L(A").
Montrons que h(w) € L(A).
L’exécution de A’ sur w est de la forme :
w1y w2 W,
(qu 0)7 20 — A (qla 0))71 — A A ( dm 30)a7m
~~
eF
g(wm+1) g(wm+2) g(wm+n)
— A (Qm-i-l’ 1)”7m+1 — A > A (Qm+n, 1)a7m+n
N——

cF



(puisque qu’il n’existe aucune transition allant d’un état de @ x {1} vers un état de @ x {0})
ou

o« w=w e Wng(Wmi1) - G( W)

* 90,91, Gm-1 & F

* gn €F

* Qmin € Fpuisque w € L(A") et ’'ensemble des états finals de A’ est F' x {1}
° Wi, -, Wy € {a,b, e}

W11, " Wintn € {b’ 5}

Par définition de &', I’exécution

w1y wo Wiy,
40,20 —7A 41,7y —7A T — A 9m sV
~~
€F
W41 W2 Wm+n
—AQm+1y Vm+1 ——A " A Qmtny Vim+tn
N——
€F
est acceptante dans A, et
wy -+ wy, € L donc en particulier wy, - - -, w,, € {a,b,e}
Wy Wipin € L

Ainsi :

Bw) = h(ws) - A(wn)h(g(0mi1)) - h(g(Wmsn))  (car h est un morphisme)
= h'(wl) e h(wm)wm+1 * ot Wimdn (car h o 9= Zd)
= W1 Wy Wypt1 * ** Wintn, (car hyggp ey = id et wy, - -+, wy, € {a,b,e} ) € L

Et le résultat est acquis.

b).
Soitw € L(A').
On reprend les résultats et notations de la question précédente :

* W=w- Wy J(Wni1) I Winin)
® Wil s Wmin € {b,€}

o donc g(wm+1)’ T ag(wm+n) < {C, 5}
. wy--wp € L= L(A)

Il vient donc que
def o1/
W = W W,

ouw) € L(A),w, € {c}*

et le résultat est acquis.

d).
Soitw € L(A").
D’aprés b) :
w & wiw)

e w, € L(A)=L

o donc en particulier : les lettres de w) appartiennent a {a, b}, et h(w}) = w) puisque kg, = id
o w, € {c}"

o donc en particulier : h(w),) € {b}* puisque h(c) = b

Et d’apres a) :

L 5 h(w) = h(w))h(wy) = w| h(w))
N S~
€L b}

Donc deux choses l'une :



e Soit w’2 =g -
et

w:w’leL

* Soit |w)| >0

et comme
w) h(w)) € L
N S~~~
€L e{p}”
il vient que il existe n > 0 tel que :
wh h(w)) = a™b*" € L
w; =a"b" €L
h(w)) = b"

Donc

Dans tous les cas :
we {a"b"c" |n>0}UL
et on a montré que :

L(A") € {a"b"c" |n > 0}UL

3.

Soitn > 0.
Montrons que ab"c" € L(A").
Remarquons que
a™b"c" = a"b"g(b")
Or, comme

e a™b?" € L
e a™b" € L
o A est déterministe

il existe une unique exécution de A sur a™b?" :

ab" b"
0,20 —>" A Q1Y — A4 @27y ®
~~ ~~
cF eF

telle que

* g1 (resp. go) est le premier état final par lequel passe toute exécution acceptante de A sur ab” (resp. a"b?") (A est
déterministe)
o on prend cette précaution a cause de I’existence éventuelle d’e-transitions dans A partant de g; (resp. g2) dans

autre état final
0 0 . s 7 . anbn .
o il vient donc que, hormis g1, aucun état par lequel passe I'execution qo, 20 —* 4 q1,7; n’est final

De fait :

a™b"
* toute transition de qo, 2o —* 4 q1, 7, est de la forme:

(g,2,d,q9',v) €6

ou
o de{a,b,c}
°c gg F
bn

* la premiere transition de q1,y; —* 4 g2, Y, est de la forme :



(¢,2,d,q',7) €6

ou
o de{be}
og=q €F

bn
* les autres transition de q1,77; —>* 4 g2, 7Y, sont de la forme :

(¢,2,d,q',7) €9

ou

o de{be}
Donc I'exécution

les états appartiennent 2 Qx{0}  les états appartiennent a Q@ x {1}
AL A\

7 N\ 7 N

a"b"* g(b)"=c"
(90,0), 20 —" ar (\(11/,0),71 —" (\(12/,1)
cF cl

obtenue a partir de ® est bien définie et existe dans A’
Comme (g1, 1) est final dans A’, il en résulte donc que :

a"b"c" € L(A")
et le résultat est acquis.

{a"b"c" | n >0} C L(A')

4,
D’apres 2. c) et 3. :

{a""c" | n >0} C L(A") C{a"b"c" |n>0}UL
Donc en intersectant avec le langage régulier {a, b, c}*c :

{a"b"c" | n > 0} N{a,b,c}*'c C L(A') N{a,b,c}*c C ({a”b"c” | n >0} N{a,b, c}*c) U (L N{a,b, c}*c)

N

— {@trerjn>0) — (@b |n>0} _'p
Donc
L(A")n{a,b,c}*c = {a™b"c" | n > 0}
Or

J L(A') N {a, b, c}*c est algébrique, en tant gu’intersection d’un langage algébrique et d’un langage régulier (d’aprés le
corollaire 1 de la section “Théoreme de Bar-Hillel” du cours)

e {a™b"c" | n > 0} n’est pas algébrique (d’aprés 'EX 2. 1) du TD5) :
o Supposons que L £ {a"b"c” | n > 0} est algébrique.
Soit G = (N, X, P, S) telle que
= L(G)=L
= K est I’entier donné par le lemme d’Ogden, dont I’énoncé est rappelé ici.
Soit w = a®bEcK (ou les a sont distingués, par exemple).
Il existe w = auBvytq au™Bv™y € L pour tout n, et u # € ou v # € (par le point ¢) du lemme d’Ogden).
Comme au?Bv?y € L C a*b*c*, u ne contient que des a ou que des b ou que des c, et de méme pour v.
Or un des deux mots parmi u et v est non vide, et on n’a pas les trois lettres dans ces deux mots, donc

au™Pv™y € L pour tout n, c’est absurde.
On obtient donc une contradiction, et :

L= {a™" | n > 0} U {a"b® | n > 0} n’est pas déterministe.

Exercice 4
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Réduisons le complémentaire du probléme de correspondance de Post au probleme de I'intersection vide ZZ;,; vide
On se donne une instance du probleme de correspondance de Post :

e Xpos: Un alphabet tel que Xpys: 7 $
e neN

+
[ ul’...,un 6 EPost

+
* Uy, , Uy c ZPost

Soit X un alphabet a n lettres aq, - - - , a,, tel que
Eﬂ (Epost U {$}) = @
On note h,, (resp. h,) le morphisme qui, a chaque a;, associe u; (resp. v;).

On construit, de la méme maniére que dans I'exercice 1, deux automates a pile déterministes 27, et &7, reconnaissant
respectivement :

L, € {w$(h,(w))f |we X7}
et

L, & {w$(hy(w))" | w e X}
La fonction qui calcule ces deux automates est bien calculable.
De plus :

* sjl’instance du probleme de correspondance de Post est positive :
il existe k € [[1,n] et des indices i1, - -, € [[1,n] tels que:

ui..

q 'u’l :vilooovi

k

donc

et

L, > Qi - aik$(hu(ai1) oo hu(aik))R
= Qg a’ik$(hv(a’i1) T hv(a’ik))R €L,

Donc L, N L, # ()

e SIL,NL,#0:
Alors il existe :

Ly > Qg * - aik$(hu(a/i1) T hu(a‘ik))R
—aj, - a;8(ho(a;,) - hola;)E € L,

Comme $ ¢ X':

{ail"'aik:a’jl"'ajr

hu(aiy) - - - hu(ai) = ho(ag,) - - - ho(ay,)
Donck =, (i1, +,ix) = (J1,- -, Jx), €t:
Wi, v Uy, = hu(ail) e hu(aik) = hv(ajl) e hv(aj,) = v, U,
Donc l'instance du probleme de correspondance de Post est positive.
On a montré que :

I'instance de probleme de correspondance de Post est positive si, et seulement si I'instance (Lu, L,U) de &t vide €5t
négative.

Soit :

I'instance de probleme de correspondance de Post est négative si, et seulement si I'instance (%, ,QZ,) de Zint vide €St
positive, et



On a réduit co — PC'P, qui est indécidable, 8 ;s vide : Pint vide €St donc indécidable.

2.

a).
On réduit &, vide a ce probleme Z;, iusion-

Soit (24, %) une instance de P, vide (P41, 2% sont des DPDA).

On construit 'automate a pile déterministe ;2 qui reconnait X*\ L(2%) avec le théoréme de cléture par complémentation.
La fonction qui calcule cet automate est bien calculable.

De plus :

L(eh) N L(ek) =0 < L(#1) C X*\L(2%5) = L(a)
d’ou :
(24, 2f) est une instance positive de P;,; 4ide Si, et seulement si (&4, %) est une instance positive de Z;,,ciusion.-

On a donc réduit Z;,,; vide, Qui est indécidable, & P, ciusion : Pinclusion €St donc indécidable.

On réduit Z;,,t vide @ ce probleme &2,

Soit (27, @) une instance de P;,; vide (1, S sont des DPDA).

On construit les automates a pile déterministes o7, et .o% qui reconnaissent respectivement X*\ L(.2# ) et £*\ L(.2%), avec
le théoreme de cloture par complémentation.

Puis, on construit 'automate a pile 27,,,,;,,, reconnaissant X"\ L(2#) U X*\ L(#4) (d’aprés 'EX 3. 3) du TD4), les langages
algébriques sont clos par union).

La fonction qui calcule ces automates est bien calculable.

De plus :
L(4) N L(a%) = 0 <= ="\ (L(4) N L(%)) = &*
< S\L(#A) U X \L(h) = X°
= L(zmion)
d’ou :

(27, o%) est une instance positive de F;,; vide Si, €t seulement si &0, €St une instance positive de P2,

On a donc réduit Z;,,; vide, Qui est indécidable, 8 Z,,,,;,, : Puniv €St donc indécidable.
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