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. Les modeles de graphes

Soit (B;)icr € P(D)! une famille dirigée telle que

B¥| JB;

i€l
et E< {e;},c1.n) C B une partie finie de D.
Comme E C B, pour tout j € [1,n], il existe i; € I tel que
e; € B;,

Or comme (B;);cy est dirigée et { B;, }jc1 ) st finie, il existe i € I tel que

B; majore {B; }je[[l,n]]
ie:

Vje [1,n], B; C B;
Par suite :

E = {ej}jepn © U B;; C B;

jelinl
On a donc montré que :
Il existe un ¢ € I tel que
EC B;
Soit A € P(D).

Montrons que
ip(A) : P(D) — P(D) est Scott-continue

1. Elle est monotone :
Si B, B' € P(D) sont telles que B C B':

ip(A)(B) ¥ {d € D|3E € Pjin(D); EC Bet (E —pd) € A}
C{de D|3E €P;,(D); EC B D Bet(E—pd) c A} =ip(A)(B)

2. Elle préserve les sups dirigés :
Soit (B;)icr € P(D)! une famille dirigée.
0 Uin(4)(B:) <in(4) (U B)
iel iel
vient du fait que : Vi € I, ip(A)(B;) < ip(A)(J B;), par monotonie de ip(A)

el

iD(A)(UBZ-) - {d € D|3E € Pjin(D); EC|JB;et (E—pd) € A}

el el

:{d€D|ﬂMﬂmdD%ﬂeIpEgBmuE—%D@eA}
o :{d€D|meLHEerumpEngﬂE—%D@eA}

gLHdeD|ﬂhwmADxEnguE—%D@eA}

el

=Jin(4)(B;)

iel

Donc

(par L.1))
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Uin(4)(B) = in(4) (| B)

iel iel

e ip elle-méme est Scott-continue de P(D) vers [P(D) — P(D)]
e 7rp est Scott-continue

L4 ZD orp = ZdIP’(D)

+ Dlallp = p(2)

* Dfuv]p=ip(Dulp)(D[v]p)

e D[Az.u]lp=rp(A— D[uf](plx := A]))

* pour tous A-termes u, v B-équivalents, pour tout environnement p, D [u]l p = D[] p

e Psin(D) > A— Du](p[x := A]), pour n'importe quel terme u et n’'importe quel environnement p, est Scott-continue.

3.

Soient x, y deux variables distinctes.

DXz.z]| =rp(A+— D[z (z+— A))
——————

=A
={F —pd|FE€Py,(D), dc E}

D[\z,y.zy]| =rp (A —  D[Ay. zyl] (x — AZ )

= rp(B~Dleyl (A, y—B))
= rD(A — ’I‘D(B — D[[wy]](:l: = A’ y= B)))

= ip(4)(B)

= T’D(A = Tp © ’LD(A))

Or, VE € Pjin(D) :

roip(E) = {E' —pd | E' € Psin(D), d' €ip(E)(E')}
= {E” —pd' | E' € Pyin(D), d € {d" € D|3E" € Pjin(D); E' C E' et (E' —sp d") € E}}

)
- {E' —pd | B' € Pyn(D), d' € D; IE" C E; (B" —spd') € E}
Donc

Dl)z,y. zy] = {E —p (B' —pd) | E,E € Ppp(D), d' € D; IE" C E' et (B —sp d)) € E}
Comme — p: Py, (D) X D — D est injective et D est non vide, D est infini, et il existe deux élément d,d’ € D tels que d # d'.
Il vient alors que :

{{d} —D d} —p ({d,d'} —p d) € D[Az,y. zy]|\D[Az. z]

puisque

« {d} C{d,d'}et{d} —pde {{d} —pd}
« mais {d,d'} —pd¢ {{d} —pd}

On a donc montré que

aucun modeéle de graphe (D, — p) ne valide la n-régle

4.
DAz.zz]] =Tp (A — D[zz] (z — A))
— ip(4)(4)
—{E' —pd' | E' € Pup(D), d' € ip(E')(E')}
_ {E’ —pd | B €Psyu(D), d' € {d" € D|3IE" C E' et (B" —p d") € E’}}
—{E' —pd' | E' € Ppp(D), d € D; IB" C B et (E" —sp d') € E'}
Et

D(2] = ip(D[Az. zz] )(D[Az. zx]])
={de D |3E € Py,(D); EC D[Az.zz] et (E —p d) € D[Az.zx] }



Supposons qu’il existe d € D[{2].
Il existe alors Ey € Py, (D) tel que
Ey C D[[Az. x| et
(Ey —p d) € D[Az. zx]

[\

d’oti Pexistence d’un E1CEyC D [Az.zz] tel que (E1— pd)€EyCD[A\z.xzz]

~~

d’ol I'existence d’'un E9CE1 CD[Az.zz] tel que (Eg— pd)€E1 CD [ z.zz]

d’ol I'existence d’'un E3CE9CD[Az.zz] tel que (E3— pd)€EoC D[ z.z]

d’ou I'existence d'un E), |  CEpCD[Az.zz| tel que (B, ,  — pd)€ERCD[Az.zz

On peut ainsi construire une suite décroissante (E,, )qen € D [Az. mm]]N tel que Vn € N :
(Ens1 —pd) €E, ®
Comme (E,, )nen décroit et E est finie, (E,, )nen stationne en une partie E, C Ey € Py, (D) qui vérifie, par @ :
(Exw —p d) € Ey
On a donc montré que :
sid € d € D[{7], alors il existe E, € P;,(D) tel que

(Eoo —D d) - Eoo

NB : Pour tout arbre d € &, on notera size(d) la taille de d, c¢’est-a-dire son nombre de noeuds (noeuds internes et feuilles).

S'il existait d € Ec[[£2] # 0, par 1.4), il existerait un E € Py, (Ec) tel que 'arbre fini E — d appartiendrait a son fils gauche E, ce qui est absurde
puisqu’alors :

size(E — d) = 1 + size(d) + Z size(d')

=1+ size(d) + Z size(d') + size(E — d)
d'eE\{E—d}

(.

>0
On a donc montré que

Ecll2] =0

6.

Supposons gu’il existe un test de normalisabilité de téte .
Par IL.5) :

Ecl2] =0 C EcAz. z
donc par monotonie de ig, (Ec t]) :

Ec [t = te, (Ec D) (Eclf2) C ie.(Ecltl) (Eclrz. 2])) = Eclt(rz. )] @
Or, {2 n’a pas de forme normale de téte.

e en effet : on a vu en cours qu’on peut écrire tout A-terme u de fagon unique sous la forme de téte

ALy, ooy Xp. h  up---u,
~—

téte de u
ou
o huyj ...u,, n'est pas une abstraction
o h n’est pas une application
o n,m >0
Or, la forme de téte de 2:

(Az. zz)(Az. z2)

N——
téte de 2

-

'

rédex de téte de u

n’est pas une forme normale de téte (le téte n’est pas une variable).



Par suite,

e comme tf2 et F sont B-équivalents, £¢ [[t£2] = Ec [F]
e de méme, Ec t(Az. z)]] = Ec[[V] (Az. z est déja en forme normale de téte)

Donc, par ® :
Ec[F] € Ec[V]
On a montré que :

S’il existe un test de normalisabilité de téte t, alors

Ec[F] € &V

/.

Supposons qu’il existe un test de normalisabilité de téte, ce qui implique, par I1.6), que E¢ [[F] C Ec (V] .

Alors pour toutes variables z et y :
EcFa] = i, (Ec[F])([2]) € ie(Ec[VI)([2]) = Ec[ V2]
= Ec[[Fay]l = ic (EcFz])([yl]) C ic.(EcVal)(y]) = EcVay]l &

par monotonie de ig,, (I"ordre sur [P(E¢) — P(E¢)] étant I'ordre point a point).

Or, pour tout environnement p non constant, il existe deux variables x et y telles que :

p(y) € p(z)
EcFzy] = Ecllyll = p(y) (carFzy=5y) | ®®
EcVayl = Eclzl] = p(z)  (car Vay =g z)

Et comme il existe un environnement non constant (car £ est infini, comme on I’a vu en 1.3)), ®® contredit ®.

On a donc montré qu’il n’existe pas de test de normalisabilité de téte.

8.

Soit £ un terme qui a une forme normale de téte.

t =g Az1,..., 2. h Up - Uy
~~

variable de téte

forme normale de téte
Remarquons que si t n’est pas clos, le terme Ay, . . ., Yg-t, 00 {y1, - - -, yx} = fv(t), a encore une forme normale de téte :

)‘yla"'7ykt =B )\yl""ayk)mla"'amn'hul"'um

Donc quitte a considérer Ay, . .., yi. t (d’apres la définition de la résolubilité d’un terme non clos), on peut supposer que t est clos.
Comme t est clos, Axq, ..., T,. huy - - - u,, est clos, puisque les B-réductions ne font pas apparaitre de nouvelles variables libres.
e en effet :
Si

o (Az.u)v —g ulz := |
o et fu((Az. u)v) € (fo(u)\{z}) U fo(v) =0

alors fv(ulz :=v]) =0

Preuve : par induction structurelle sur u :
o siu==z:
u|x := v] = v etonabien fu(u[z := v]) = fv(v) =0
o siwu est une variable y # x :
u[z :=v] =y = u, d’ou

fo(ulz :=v]) = fo(u)
= {y}
= {y}\{=z}
= fu(u)\{z}
=0

f”(u_)\{w} = () implique que
——
= fo(ur)Ufv(ug)

= fo(w)\{z} =0

= fo(u)\{z} =0
donc, comme fu(v) =0 :

= (fo(w)\{z}) U fo(v) =0

= (fo(u)\{z}) U fo(v) =0

et par hypothése de récurrence sur u; et us :



Folnle == o]) = B = fousle = )
donc, comme ulz := v] = (u[z := v])(uz]z :=v]) :
fo(ulz :=v]) = fo(u]z := v]) U fo(usz :=v]) =0

o siu=Ay.u:
u[z :=v] = My. (v[z :=v]), et:

fo(ulz :=v]) = fo(u'[z == v])\{y} =0
par hypothése de récurrence sur u’, puisque
(fo(u)\{z}) U fo(v) € (fo(u)\{z}) U fo(v) =0
N——
Cfo(u)
Donc h est nécessairement 'un des z; : h & z;

Il vient alors que

—3 AZg,. . . Ty, TiUic Uy
7\

txr i1 Ay, Y DT -y =5 ((Aml. ()\m2,...,mn.wiu1---um))m1> Zo i1 (AY1y e oy Ym- DT -y
>
u

&

—8 AZ3,. .., Tp. TiUL" - Up
7\

=B ((A%- ()\1’3,---,%-1’&1"'Um))$2> 23+ i 1 (AL, - Y- DTign oo 2y

—8 AZi_1,...,Ln. Tyl Uy,
7\

=B (Al‘iq- ()\l‘z‘1,---,$n-$z‘ul"'um))$i2> «’Ez'—l()\yl,---,ym-l)ﬂ’fiﬂ"'ivn

—— B AT, . T, Tl Uy,
-

A~ ) N

=B ()‘mz 1- )\xia---amn-miul"'um)>mi1) (AY1y - s Ym- D1 - 2

=3 (/\:1:Z )\a:Hl, .,:L’n.a:iul---um)>()\y1,...,ym.l)> Tiy1 Tp

=g | AZiy1,...,Zn. (/\yl,...,ym.I)(ul[xi — )\yl,...,ym.I]) (um[ = Ay, - ..,ym.I])> Tiy1--
—:g”I

=B >\$1+17 <oy L. I) Lit1 Ty

=B

—_—

On a donc montré que

Si un terme t a une forme normale de téte, il est résoluble.

2L

Soit £ un terme clos résoluble, i.e il existe une suite ﬂ} telle que tE) =g L.

Par I'absurde : Supposons que D [[t] = 0.

Alors
P(D) — P(D)
ip(D[t]) =ip0) ={ B~ {de D|3E € Pyn(D); EC Bet (E —pd) € 0}
=0
ie:
ip(D[t]) =P(D) — P(D),B—0 @&
Par ailleurs :

D[td] = DI ={E —pd| E € Psn(D), d € E}
ip(D[t))(D[]) = 0 (par @)

Donc{E —pd| E€Py,(D), dc E} =0 ®®.
Or, comme D est non vide, il existe d € D, d’ou :
{d} — de{E—pd|EcPy,(D),dc E}#0
ce qui contredit ®®.
On a donc montré que :

tout terme ¢ clos et résoluble vérifie

D[t] =0



10.

2= (Az.zz)(Az. ) nest pas résoluble.

en effet :

Méthode 1 :
On a montré en lll. 9) que, pour tout terme t : si t est résoluble, alors pour tout modéle de graphes (D, —>D), Dt # 0.
Par contraposée, pour tout terme ¢ : s'il existe un modéle de graphes (D, — p) tel que D[[t]] = 0, alors ¢ n’est pas résoluble.

Or, par I.5) : £c[[§2]] = (0. Donc {2 n’est pas résoluble.

Méthode 2 :

S’il existait une suite 7 telle que (27 =5 I, alors 97 serait faiblement normalisant, et d’apres le théoréme de standardisation, la réduction

gauche — ¢ calculerait la forme normale de 97 (c’est-a-dire I) par une réduction finie.

Or, elle boucle indéfiniment :

(Az. 2x)( Az 22) 4 —1m (Ao 22) (AT 22) U —1m - - -

11.

Soit S’ un ensemble saturé.
Montrons que, pour tout ensemble S, S = S’ est saturé.
Soit S un ensemble, soit u[z := tjvivg -+ v, € S = §".
Montrons que (Az. u)tv vy - - - v, € S = S’, i.e que pour tout v € S, (Az. u)tvivy -+ - vv € S'.
Soitv € S.
Comme u[z := tjvivg - - v, € S = S§':

ulz := tjvvg - vw € S
et comme S’ est saturé :

(Az. u)tvivg - - vv € S’
Le résultat est acquis.
On a montré que

Si S’ est saturé, S = S’ le reste pour tout ensemble S.

12.

Soient ¢ un A-terme dont la réduction de téte

t—4t) —ptyg —>¢ -
ne termine pas, et x une variable.
Par I'absurde : supposons que la réduction de téte de tx termine.
Alors nécessairement, I'un des t; est une \-abstraction.

e car sinon : tx a une réduction de téte infinie :
te — 81 —p to —>y - - -
puisqu’aucun t;x n’est un rédex qui se contracte.
Notons 7 le plus petit indice tel que t; est une A-abstraction :
t ¥ \y.u

Alors

tr — i tix —> - —¢ 6 * —> uly = 2]
~

=\y.u
ol uly := z] a une réduction de téte finie (puisque c’est le cas de tx).
Montrons que
le fait que u[y 3= ac] ait une réduction de téte finie implique que u a une réduction de téte finie.

Preuve :



Par I'absurde, si u avait une réduction de téte infinie :
U —> UL —2¢ U —2¢
montrons que u|y := x| aurait la réduction de téte infinie :
uly:=z| —r wmyi=2x] —r wly:i=x] —¢ - - -

e En effet : il suffit (le reste s’ensuit de maniere immédiate) de montrer que :
siu —> ug, alors uy := x| — wyly 1= z

Preuve : supposons que

wE AL, .., 2y (A2 0)U Ul AT, B U2 = U g, g

——

rédex de téte

NB : u n’est pas en forme normale de téte car sinon la réduction de téte s’arréte.

Alors
4 dzef)\z.(v[yfx}) ®
uly=2] =Azy,... 2 (A2 0)ly = 2]) (W [y =) () [y o= 2]) -+~ (il =
—¢ ALY, -, Xy (VY = 2]) [z =y = w]} (uyly :=x]) -+ - (uny[y
\ wly:=z] = Azy,..., 2y (v[z = uj]ly = :1:]) (uhly ==x]) - - (um |y == z])
Or:

o en effet : on suppose, modulo a-renommage, que
= y est substituable par x dans Az. v (®), i.e

Y,z & bu(v) U {z}

y est substituable par x dans u’1 ie

Y, & bu(u))

z est substituable par u} [y := z] dans v[y := z], i.e
z, fo(uyly == z]) & bu(v]y := x])
= 2 est substituable par u’l dans v, i.e

z, fu(u) £ bu(v)

1. ie

y est substituable par  dans v[z := u

Y& & bu(v]z := uy])

et on le montre par induction structurelle sur v :
= siv est une variable z’ ¢ {y, 2} :

2z =]y = 2] =
= siv=1y:
{y[y z)[z:=ully:=2]] =z[z:=uly:=2]] == (z # 2)
yzi=ullyi=2l =yly:=a] =z (y # 2)

= Siv=vVy:

et on conclut avec

par hypothése de récurrence, puisque

d’ou le fait que les hypothéses de “substituabilité” restent vérifiées



" siv = Az1.01:

et on conclut avec

par hypothese de récurrence, puisque

Donc
uly := ] —¢ Az1,. .., 2. (V[y = z)) [z =y = m]} (ubly :=x]) - - (umly := z])
= Azy, ..., Ty (v]z = U]y = 2]) (Wly i=x]) - (ul, [y := =)
= wuy == 7]

et le résultat est acquis.
Comme u[y := z] a une réduction de téte finie, il vient donc que u a une réduction de téte finie.
Par suite, Ay. u = t; a une réduction de téte finie.

e en effet : comme wu a une réduction de téte finie de la forme :
U —>g Uy —>¢ * - — Up
il s’ensuit que Ay. u a la réduction de téte finie :
AY. U —>p AY. U —>¢ - —¢ AY. Uy
Or, cela contredit le fait que ¢ ait une réduction de téte infinie, puisque
t—1t) —its —4 t; = Ay u
On a donc montré que

Si t est un A\-terme dont la réduction de téte ne termine pas, et x une variable, alors la réduction de téte de tx ne termine pas non plus.

13.

Soit S’ un K-candidat, et S un ensemble de A-termes contenant au moins une variable.

Montrons que S — S’ est un K-candidat.

1. S — S’ est saturé

En effet : on applique IV. 11), puisque S’ est saturé (car S’ est un K-candidat).

2.5CS5S— S’
Sizu € Sy, montrons que tu €85 = 9.
Soitv € S.
Montrons que zuveS.
C’est le cas puisque Sy C S’ (car S’ est un K-candidat) et :

TUvE SoC S’
Donc zd € S —> S’ et

SHCS=J9
3.5—S5'CS,
Siu € S = S’, montrons que u € Sj,.
Commeu € S — S’ et S’ C S}, (car S’ est un K-candidat) :

Vve S,uve S' C S,

Par conséquent, pour toute variable € S : uz a une réduction de téte finie, ce qui implique, par contraposée de IV. 12), que u aussi, c’est-a-dire
que u € Sy,

Or, il existe une variable x € S par hypothése : donc



u € Sy,
et il en résulte que
S—=8§'Cg,
On a donc montré que

Si S’ est un K-candidat, et S un ensemble de \-termes contenant au moins une variable, S = S’ reste un K-candidat.

14.

Montrons, par induction structurelle sur le A-terme t, que

Si t est un A-terme, et p, 6, d tels que :

variables

PN
1.p: Var — P(&)

2.0< [zy := vy, -+, T, := v,] est une substitution telle que dom(0) € {z1,...,z,} D fv(t)
3.Vi € [1,n],v; € I(p(z;))
4.d € Ec[t] p
alors
td € 1(d)

Sit=x, € Var

alors

« de&zi]lp = p(z1)
e 0 & [ZL‘l = ’Ul]

« v € I(p(z1))
d’ou:

t0 = v, € I(p(z1))
= (] (@)
d'ep(a)
= () I@d)nI(d)
d'ep(an)\{d}
C I(d)

et le résultat est acquis.

Sit =uv
Alors
e comme

d € Eclluv] p = ig,(Ec vl p)(Ecv] p)
= {d' €& | AE € Pyin(Ec); EC Eclv)lpet E —¢, d' € SC[[u]]p}

il existe E % {e;};cp1 vy € Prin(Ec) telle que
o EC & v]p
o etE —¢g de&ullp

e pourtouti € [[1, N]|, vé € I(e;) par hypothése de récurrence sur v
o qu’il est loisible d’appliquer puisque les conditions d’application 7., 2. et 3. restent vérifiées (comme fv(v) C fu(t)) ete; € E C Ex[v] p
Donc

WGﬁK@:H@

e comme
o E—¢ de &|ulp
o les conditions d’application 7., 2. et 3. sont vérifiées pour u (comme fv(u) C fu(t))
alors par hypothéese de récurrence sur u :

ud € I(E —¢, d) = I(E) = I(d)
Par suite :
t0 = (ub)(vh) € I(d)
puisque uf € I(E) = I(d) et v8 € I(E).
Le résultat est acquis.
Sit=A\z.u

Alors



® comme

d € Ec[Az.ullp = re. (A — Ecul plz := A))
= {E —e d' | E € Pyn(€o), d' € Eou]l plz := E]}

o

&

f 7

P

—N—
il existe E € Pgin(Ec), d' € Ecull p[z := E] tels que
d=F —E, d

e pour tout e € I(E), comme
o o€ plz:=E]: Var — P(&o)

o 0, ¥ f[x := e] est une substitution telle que
dom(8e) € {z1,...,zn,x}
={zy,...,z,} U{z}
2 fo(t) U {z}
= fu(u)
— /(@)

A~
o ecI(E ) = I(p'(x)) et¥i € [1,n]),v; € I(p(x;))
o d' €& ulp
alors par hypothéese de récurrence sur u :

Montrons que

t0 = \z. (uf) € I(d) = I(E) = I(d')

Soite € I(E).
(th)e = (Az. (ub))e —; (ub)[z := €] = u(f[z :=e])
~————
€l(d’) par ®
la derniére égalité venant du fait que « & {x1,...,z,} C fu(t) et que = n’est libre dans aucun v;, modulo a-renommage (cf. bas de la page 9 du

cours, dans la démonstration de la terminaison de la 3*-réduction).
Or, I(d") est clos par réduction de téte faible inverse (en tant que K -candidat), donc comme (uf)[z := €] € I(d') :
(th)e = (M\z. (ub))e € I(d")

Donc th € I(E) = I(d') = I(d), et le résultat est acquis.

15.

Soit t un A-terme tel qu’il existe un environnement p tel que E¢ [[t]] p # 0.
Montrons que la réduction de téte partant de t termine, c’est-a-dire que t € S},.
On va utiliser le résultat de la question IV. 14) :

« ilexiste d € E[|t] p # 0, par hypothése

* on peut prendre § £ [z; := T,y T = Tp)
o avec {a:l, ceey wn} = fv(t) et ou les m; sont des variables deux a deux distinctes, différentes des x; et n’apparaissant pas dans ¢
puisque

o dom(6) 2 fu(t)
o Vi€ [[1,n],z, € So C I(p(z;)) puisque I(p(z;)) est un K-candidat (d'ol Sy C I(p(z;)))-

= en effet :
= sip(z;)) #0:I(p(z;)) = () I(d'), etles K-candidats sont clos par intersection non vide
d'ep(zi) 40
= sip(z;) =0:I(p(z;)) = () I(d') = Sy estun K-candidat
d'el)

donc, par IV. 14) :

t=,t0€I(d)CS,
la derniére inclusion venant du fait que I(d) est un K-candidat (d’ou I(d) C Sp).
On a donc montré que :

Si t est un A-terme tel que E¢ [[t]] p # O pour un environnement p, alors la réduction de téte partant de ¢ termine.

16.

Eléments stricts de £ :
e ce(C
* ou E — dou E # () ne contient que des éléments stricts et d est strict.

Montrons que, pour tout terme clos ¢ :



1. £ a une forme normale
2. Ec [[t]] contient un élément strict
3. t est normalisable par la gauche

sont des propriétés équivalentes.

1. — 2.

On prouve par induction structurelle sur ¢t € A :
Lemme : Sit a une forme normale, il existe un environnement p tel que

* pour toute variable z, p(z) est fini et strict
e Ec|t]l p contient un élément strict

e Casdebase:sit =z € Var:
c’est trivial, en prenant p(y) £ {c} pour toute variable ¥, et pour un ¢ € C (il en existe un car C # ().

e Hérédité:sit =uvout = Ax.u:
On écrit t sous la forme de téte
tY ey, ..,z B oupcccupy,
~~
téte de t
Quitte & considérer la forme normale de t' de t, qui vérifie E¢ [[t'] p = E¢ [[t]] p pour tout environnement p, on peut supposer que t est sous
forme normale, ce qui implique que h est une variable de téte.
En outre, pour tout p :
Eclitlp = re, (A1 = ol Az, ..., &y huy - - - uyf plzg — Al])
= {El — dy | E, € Pﬁn(gc), dy € 80[[)\%2, e, Ty hug - - um]]p[ml — El]}

E; — d; | E, € Pﬁn(gc), dy € {Eg — dy | E5 € Pﬁn(gC’)a dy € gc' [[)\.’1,'3, 0 0 0 9 @B huy - - um]]p[xl — El,.’IJQ —> EQ]}}

—N —N AN

E1 — dl | E1 c Pﬁn(gc), dl c 80[[)\2132,. .. ,wn.hul .. um]]p[wl — El]}

E, — (E2 — d2) | El,EQ & ]P)fin(SC’)a dy € gc [[)\.’113, 0 0 0 9 @80 huy - - um]]p[a:l — El,.’ltg —> EQ]}

By — (By— - (By —> dy) ) | Bu,..., By € Ppin(Ec), dn € Eclhuy -+ um] plz1 |—>E1,...,:rn|—>En]}

~~

= {d.€D | IE},€P;n(D); EnCEcuml pli—En,. .., xn—Ey] et (B, —d)€€c [hur- - -un] plzi—Eh,. . .,z E,}

= {El —s i — B, — dy | By,...,E, € Psin(E0), 3B, ..., B! € Ppn(Ec);

Vi€ [1,m], E; C & uill plwi — Eili<i<n

et ] — .-+ — Ej, — dy € Ec[h] plz; — Ei]lgign}

~~

=p[zi—=Ei]1<i<n(h)

On veut construire un p pour lequel E¢ [[t]] p contient un élément strict.

Or, I'hypothése d’induction appliquée aux u; nous fournit, pour tout ¢ € [[1,m]], un environnement p; tel que E¢ [[u;]] p; contient un élément
strict d;.

Soit ¢ € C # 0.

En notant p I’environnement défini par :

Vo € Var\{h}, p(@) £ U p@)

p(h) = U k) U {{dr} — - — {dn} — ¢}

strict
Pour tout ¢ € [[1,m], p; < p, donc par monotonie de D [[u[| (p'[z := e]) (pour tout u’ et p') :
Vi € [1,m], d; € Ec[us] p
d’ou
Vi e [1,m], {d!} C Ecllullp
Par conséquent :
p(z1) — -+ — p(z,) — c€ E|tlp

(avec E! = {d!} dans la définition ensembliste précédente)

Or, par hypothése d’induction, pour tout (4, j) € [1,m] x [1,n], p;(x;) est fini et strict, donc par définition de p, les p(z;) sont finis et stricts,

d’ou :
p(z1) — -+ — p(z,) — ¢ € Ec|[t] p est strict

Le résultat est acquis.



Enfin, si t est un terme clos, on Iui applique le lemme précédent : il existe un environnement p tel que E¢ [[t]] p = E¢ [[t] contient un élément strict, ce
qui conclut.

2. — 3.
NB :

e |a saturation est des a présent entendue pour la réduction gauche.
 on notera — la réduction gauche (et — sa cléture réflexive transitive).
e notons que la réduction de téte est un cas particulier de réduction gauche.

Comme Sé est trivialement saturé et contient les variables, on a les mémes résultats concernant I’ensemble des K'-candidats qu’en IV) (les
démonstrations sont les quasiment les mémes pour les résultats analogues aux questions 11) et 13) : les éléments nouveaux/modifiés y sont mis en
gras) :

Résultat analogue & IV. 11) pour les K'-candidats :

Si S’ est saturé, S = S’ le reste pour tout ensemble S.
Soit S’ un ensemble saturé.
Montrons que, pour tout ensemble S, S = S’ est saturé.
Soit S un ensemble, soient u € S = S’ et u' tel que v’ —, w.
Montrons que v’ € S = S’, i.e que pour tout v € S, v'v € S’.
Soitv € S.
Commeu € S — S':

w e S’

et comme S’ est saturé :

vve s

Résultat analogue a IV. 12) pour les K'-candidats :

Si t est un A\-terme dont la réduction gauche ne termine pas, et  une variable, alors la réduction gauche de tx ne termine pas non plus.
Soient t un A\-terme dont la réduction gauche ne termine pas, et « une variable.
Par "'absurde : supposons que la réduction gauche de tx termine.
Comme la réduction de téte est un cas particulier de réduction gauche, la réduction de téte de ¢ ne termine pas non plus.
Donc, par IV.12), la réduction de téte de tx ne termine pas.
Or, comme la réduction gauche de tx termine, tx a une forme normale de téte.

e car sinon : en notant ¢,, le dernier terme produit par la réduction gauche de tx, la forme normale de t,, a un rédex de téte (puisqu’elle n’est pas
normale de téte), lequel peut étre contracté par réduction gauche (ce qui contredit la définition de t,,).

Cela contredit le fait que la réduction de téte de tx ne termine pas, d’apres les équivalences montrées a la fin de la partie IV) (b) — a)).

Résultat analogue a IV. 13) pour les K'-candidats :
Si S et S’ sont des K'-candidats, S — S’ reste un K'-candidat.
Soient S et S’ des K'-candidats. Montrons que S = S’ est un K'-candidat.
1. S = S’ est saturé
En effet : on applique ’analogue de la question 11, puisque S’ est saturé (car S’ est un K'-candidat).
2.5, cS=45'
Si zu; - - - u, € S, montrons que Tu; - - - u, € S = S’
Soitv € S.
Comme S C S (car S est un K'-candidat), v est normalisable par la gauche.
En outre, zu; - - - u, € S| implique que tous les u; le sont aussi, donc zu; - - - u,v € Sp.

Montrons que zu; - - - u,v € S’.



C’est le cas puisque Sy C S’ (car S’ est un K'-candidat) et :
TU - Uw € Sy C S
3.5—8'C S;
Siu € S = S’ montrons que u € ;.
Commeu € S = S’ et S’ C S;(car S’ est un K'-candidat) :
Yoe S,uve S C8

Par conséquent, pour toute variable x € S : ux a une réduction gauche finie, ce qui implique, par contraposée de /I’analogue de la question 12, que u
aussi, c’est-a-dire que u € S].

Or, il existe une variable € S puisque S O S; 2 Var : donc
N——

car S est un K'-candidat

u € S

Les K'-candidats sont donc clos par = et par intersection (trivialement, puisque les conditions a vérifier sont quantifiées universellement).

Ces résultats de stabilité nous permettent dés lors de définir I'(d) de la méme maniére que dans la partie IV,, et les résultats analogues a ceux des
questions IV.14) et IV.15) s’ensuivent (en remplacant "E¢ [[t] p # 0" par "Ec [[t] p contient un élément strict" dans IV.15)).

3. — 1.

C’est immédiat.



