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2015 - 2016

Oraux

,—[Exercice - 1: Centrale M; 2015-2016 } <

On dispose de (U, V,Xq, \) € (M,1(R))* x R.
On considére alors A & A, + UV et le systéme différentiel
Y’ = AY
Vo) = % (v
1) Résoudre tous les problémes de CAUCHY correspondants.

2) Quels sont les sous-espaces de i, ;(R) de dimension minimale qui contiennent l'orbite Qx,
passant par X ?

3) Donner une CNS sur (U, V, \) pour que l'orbite Q2x, soit bornée.

4) Donner une CNS sur (U, V, \) pour que l'orbite Qx, soit bornée sur R .

\.

Solution.

1) Soit X € (My,,1)" vérifiant (Su,v x,,x), soit ¢t € R.

On pose B © ey,

X(t) = e Xq
= eAln UV X (car [AL,, U*V] =0)
_ et)\ etB XO
Or, en posant « Eiyy = Tr(U'V) = (V, U) pour le produit scalaire euclidien canonique :

Vk € N*, BF = (U'V)* = o*71UV = of 1B

d’ou
eta _1 .
oty thok—1 I, + B sia#0,
UV =1, + ) B =
k21 I, +1tB sinon.
Donc .
|
MXo+ M TBX, sia#£0,
VteR, X(t) = @ ®
M Xy + eMtBX, sinon.

2) Soit F un sous-espace de M, 1 (R) tel que X, € F.

Xo €F

— Remarquons déja que : F D Qx, <—
q Jaq Xo {BXO cF
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En effet : La condition est évidemment suffisante, et elle est nécessaire, puisque (avec ¢t = 1 dans

®) : -
X+ T " BXoeF sia#0,
N~ «
€F N———
#0r
e*Xy+e*BXy eF sinon.

d'ott BX, € F.

— Minorons la dimension de F D Qx, :

e Cas1:B=0,i.eU=00uV=0 (car B= ([U]i[v]j)i’je[“’nﬂ)

Alors le plus petit (pour I'inclusion) sous-espace contenant {2x, est RXj, et
FORXp,et dimF > 1

e Cas2:B+#0,i.eU#0etV #0
Remarquons que :
BX, = U(*VXy) = (V,Xg) U

Donc :

— Sous-Cas 1: Xo € KerB 'Z” (V)+
ou

— Sous-Cas 2 : Xy € RU

Dans les deux cas, il vient, de méme, que :
FORXgy,et dimF >1

— Sous-Cas 3 : Xy ¢ Ker BURU
Alors Vect (X, BXj) est un plan, d’ot :

F O Vect (Xo,BXo), et dimF > 2

En conclusion :
F O RX, si Xy € KerBURU,

F2Ox, <= {F> Vect (Xo,BXy) sinon.
|

c’est un plan

3) SiXp € My 1\{0}, on cherche une condition nécessaire et suffisante sur (U, V, \) pour que l'orbite 2x, =
{et* e® X }4cr soit bornée.

— On se débarrasse des cas triviaux :

e Sin=1:1laCNSest \=-B=-UV
e SiB=0: comme Qx, = {e* Xo}teR, il faut et il suffit que A = 0

— Supposonsquen > 2etB#0:
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e Casl:a="Tr(U'V)#0:

B est diagonalisable, car annulée par le polynéme scindé a racines simples X(X — «), et :

Ly
il existe P = ( Ci|Ca| ]| Cn ) = : € GL,(R) telle que :
L,
0 .0
etB =P P—l
0
0 0 eto
= (0]~ Jofec, )P
eto‘[Cn]an
= : (non borné car C,, #0 et L,, #0)
e[CplnLn

Donc {2x, n’est pas bornée.

e Cas2:a="Tr(UV)=0:
B n’est pas diagonalisable, car Sp(B) = {0}, et, pour tout ¢t € R :
eM Xo + eMiB Xy € QXO

donc Qx, n’est pas bornée.

Finalement, si X, € M, 1\{0} :
Qx, est bornée «— <n =let = —UV> ouU (B =0et A= O)

4) Si Xo € M, 1\{0}, on veut que Qi “

précédemment :

{e'* e'® Xo}ier, soit bornée. On reprend les mémes cas que

— o Sin=1:1aCNSest A< -B=-UV
e SiB=0: il faut et il suffit que A <0

— Supposons quen > 2etB #0:
eCasl:a=Tr(U'V)#0:
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Il existe P = ( Ci|Co|--|Cn ) = : € GL,(R) telle que :

et(A+a) [Cn]an

ot ot B —

et(A+a) [Cn]nLn

Donc {2x, est bornée si, et seulement si, A + a < 0

e Cas2:a="Tr(UV)=0:

eM Xo + M B Xg € QX(}

et Qx, est bornée si, et seulement si, A < 0 et (Xo € KerBou \ # 0)

Finalement, si X, € M, 1\{0} :
n=1et A< -UV
QY, estbornée <« OU B=0et A0

OU A< —Tr(UW) et (Tr(UtV) £ 0 ou X € Ker B ou A # o)
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