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,—[Exercice - 8 : Centrale M1 2016 Pauline Aumyal} N

Si
— K est infini
— b injective
déf s 8 Renh 2
— M= (a; + bj)1<ij<n € Mn(K) vérifie la propriété : les termes de chaque colonne ont méme
produit

montrer qu’il en va de méme pour chaque ligne.

\ J

Solution. Méthode 1 :

Pour tout k € [1,n] , on note o¢ (resp. o%) la k-iéme fonction symétrique élémentaire des (ai)1<i<n (resp.
(bj)lgjgn) (avec la convention : ¢§ = 08 =1)

On sait que, pour tout j € [1,n], (ar + b;) vaut une constante ¢, d’ou :
k=1
p ¥ [T (X + ax) — ¢ an racines distinctes (par injectivité de b) : les {b;},; .
k=1 :
DoncP = Y o¢X" % —c=[[(X—by) =Y (-D)rotX"* &

Montrons que Q a IT (X4 bk) + (—1)"c a pour racines les {a;}
ke

ie[l,n] *
L [1,n]

Par ® :
(1), =0, —c¢
Vk € [1,n —1],(=1)*e? =08

D’ou :

(=1)"oy =0, + (1)
Vk € [1,n—1],(=1)*e¢ =0t

Et, par suite :

QY opXtF 4 (—1)e = Y (—D)Fopx"F = [T (X —ax)
k=1 =

k=1 k=1

Donc : Vi € [1,n], I] (a;i +bx) + (—=1)"c = Q(a;) = 0, soit :
K=1

Vi € [1,n], H (a;i +bg) = (—1)""e = cste
k=1

Le résultat est acquis.

Méthode 2 (M.Guelfi) :

En posant
PET] (X +an) — [T (X~ b)

i=1 i=1

=

et en notant P sa fonction polynomiale associée : il existe une constante ¢ telle que :
Vk € [1,n],P(bx) = ¢ ®

P — ¢ s’annule en chacun des (bk)ke[1,n]- Donc le polynéme P — ¢ a pour racines les (by)re[1,n], qui sont au
nombre de n (ils sont deux-a-deux distincts).
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Comme P — ¢ a n racines distinctes et est de degré inférieur a n — 1 (le coefficient du monome d’ordre n est
nul) : P — ¢ est le polynéme nul, et :

ﬁ X —b; :ﬁ X+a;)—
i=1

1=

—

Soit :
(X +a;) + (~1)"He

[T - = (-1)"

i=1 %

=

1

Et en évaluant cette expression en —a;, pour tout [ € [1,n] :
n
H bi +a;) = (=1)""tc = cste
i=1

ce qui conclut.

Sur la cardinalité de K

A partir du moment ot b € K est injective, 'hypothése "K est infini" n’est pas nécessaire, puisque, par
®, le polyndme P — ¢ a strictement plus de racines que son degré : c’est nécessairement le polynéme nul “.

a. A dire "la fonction polynomiale associée est nulle donc le polynéme est nul" serait faux dans un corps fini, par contre.

Interpolation de Lagrange

On peut aussi utiliser le théoreme d’interpolation de LAGRANGE : Comme P est de degré inférieur

an — 1 (le coefficient du monéme d’ordre n est nul), P est, dapres ® (les (bx)rei,n) sont deux a
deux distincts et on confond P et P, car K est infini) le polynéme d’interpolation de Lagrange :

SR

Z

k=11=0,i#k

Donc : . . N N
[[x-b)=][X+a)-cX ] ?:‘;
i=1 i=1 k=1i=0,i%k ¥ v

Soit :

[T = 0 [[X+a)+ (e T o

=1 i=1 k=11=0,i#k

Et en évaluant cette expression en —a,, pour tout ! € [1,n] :

ﬁ bi +a;) = —1)”+1czn: ﬁ Zl—i__;i = cste

i=1 k=1i=0,i£k *

ce qui conclut.

n

n
. X —b; A
Clest I’OCCEISIOII, opportune, de se rendre compte que a H b bl vaut peut-etre 1 @
k— Ui
=14=0,i#k

a. cf. exercice 4, note infrapaginale 5
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