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,—[Exercice - 5 : Mines 2015 Lance Laudulak} \
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1 Existe-t-il une sous-suite géométrique de u = (2—n) dont la somme vaille 5 ?
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2 Existe-t-il une sous-suite géométrique de u = ( —— dont la somme vaille — ?
2 n€eN 7
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Solution. Soit v = <2ﬂ) (a,b € N) une sous-suite géométrique de u, et [ un entier impair différent de 1.
>b
n=

1 1 .
2, soit : 2¢(1=b)] = 2a _ 1 et

P ille 1, il faut et il suffit =
our que sa somme vaille l’l aut et 1l su que 2ab1_ 1/2(1 I

1 = 2ab _ 2a(b—1)

Comme [ est impair et différent de 1, il faut nécessairement que ab = 0 ou a(b — 1) = 0; et puisque que a = 0
et b = 0 conduisent a des absurdités, nécessairement : b = 1.
Donc

[=2%-1

1 Pour [ = 5 : aucune sous-suite géométrique de u ne convient.

: 1
2 Pour/=7:aveca=3etb=1,v e <2ﬁ) convient.

Exercice - 7 : Centrale M2 2010 Kahn Didah}

Si f,g € C°([0,1],0,1]) commutent, montrer que :

Jw € [0,1]; f(w) = g(w)

Solution. Par I'absurde, supposons que : f — g ne s’annule pas sur [0, 1].
sans perte de généralité

Dong, par continuité, f — g est de signe strict constantet: f — g

— Meéthode 1 : 1l existe a > 0 tel que :
Vo € 0,1], f(2) > g(a) +a @

En particulier, comme f est a valeurs dans [0, 1] :

7)) > g(f(2)) +a ™= fg(x)) +a > gla(x)) + 2a

Par une récurrence immédiate, il vient :
Vn e N*,Vz € [0,1], f"(x) > ¢"(z) + na

Donc'!
VneN, f"—¢g" >na — +o0o0 (cara > 0)
n—-+oo

ce qu'interdit "f et g sont a valeurs dans [0, 1]".

1. fl’etite erreur de logique habituelle
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— Meéthode 2 : On pose
AL {zel01]] fa) =2}

sans perte de généralité

Par I'absurde : on suppose toujours que f — g
Comme A est non vide ? et minoré (par 0), A admet une borne inférieure notée w.

— Montrons que w € A :
Par définition de w, il existe une suite v d’éléments de A tendant vers w.

Par continuité de f :

fw) = lim f(un)u"m:p:mﬁXe lim u, =w
n—o0 n—oo

donc w est point fixe de f.

[Pour les 5/2] Autre méthode pour montrer que w est point fixe [M. Guelfi]:
A= (f- id[o_rl])_l{o} est fermé par continuité de f — id 1), doncw € A.

— Montrons qu'il existe un élément de A strictement inférieur a w, ce qui contredira la minimalité de w :

Fl9(@)) =" g(f(w)) = 9(w) < flw) =w
ce qui est impossible, puisque :

— flg(w)) = g(w) dot g(w) € A
— g(w) < w, ce qui contredit la minimalité de w

2. Comme f € C°([0, 1], [0, 1]), f admet un point fixe sur [0, 1], par application du TVI a la fonction continue f — idjg ;] entre 0 et 1
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