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,—[Exercice -34-ULC/ X/ C/M a la mode ! - American Mathematical Monthly mai 201 1]—

R . . . dsf . .
Sur une spheére euclidienne 3-dimensionnelle : S, on donne trois nuages de n points chacuns :
A, B, C.
Montrer que :

P eS; S IP - Axl3 =D IP - Bil3 = 3 IP - Cul}3
k=1 k=1 k=1

\ J

Solution. M.Guelfi
Comme I’énoncé, on confondra point et vecteur allant de l'origine a ce point. On note (.|.) le produit scalaire
canonique, O le centre de S, et, sans perte de généralité, on se place dans un repere orthogonal d’origine O.

— ANALYSE :
Si P € S convient :

NE

dIP— A3 = (P — AP — Ay)
k=1
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(PIP) + (Ag|Ax) —2(P|Ay)
~—— ——
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Il

1
=lOP|2=1 =[OA.[Z=1

= -2 (P|Ay)
k=1

= 2n—2<P

n n
Il en est de méme pour > ||P — By|3 et 3 ||P — Cill3.
k=1 k=1
Comme ces trois sommes sont égales :

<P ZAk> - <P ZBk> - <P
k=1 k=1
N—— ——
(EfA[D[ (Ethot (Efctot

P} Aot =Bt ) =0
—

=Biot Aot

<P ‘ Btot - Ctot> =0
N———
—_—

=CrotBrot

)

k=1

D’ou :

déf U A~ ) . ’: . \
Donc O$ est orthogonal au plan P = Vect (BtotAtot, CtotBtot), d’ot P est le point d’intersection de la sphere S
et de la droite orthogonale & P passant par O.
SYNTHESE :
Réciproquement, ce point convient (partant de ®, on peut remonter les calculs et aboutir a la relation de
I'énoncé).
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